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1 Einleitung

Im modernen Zeitalter sind wir Zeitzeugen technologischen Fortschritts mit noch nie
da gewesener Geschwindigkeit. Die radikal zunehmende Rechenleistung von Prozessoren
hat unseren Alltag in bereits vielerlei Hinsicht grundlegend verdndert. In technischen
Aufgabenstellungen erméglicht beispielsweise die Finite-Elemente-Methode die Losung
von Problemen héchster Komplexitat. Aber auch im Bereich der Klangsynthese werden
die neuen Moglichkeiten genutzt, um bessere und genauere Ergebnisse zu erzielen. Die
Kategorie des Physical Modelling beschaftigt sich, wie der Name bereits sagt, mit der
Modellierung physikalischer Geschehnisse in klangerzeugenden Systemen. Dieser Begriff
wurde bewusst gewéhlt, da er bekannte Musikinstrumente wie ein Klavier oder eine
Trompete, aber grundséitzlich alles, was Ldarm macht, umfasst. Eine Unterkategorie ist
die Klangsynthese mittels sog. Digital Waveguides (zu dt. ,digitale Wellenleiter*), welche
deratige Systeme als Kombination unterschiedlicher Medien fiir Wellenausbreitung be-
trachtet. Die Abtastung des Phédnomens der Wellen ermoglicht eine Simulation, welche
bis vor kurzem wegen des hohen Rechenaufwands nicht (zufriedenstellend) moglich war.
Die Vorteile dieser Methode sind intuitive Parameter (wie z.B. die Lénge einer Saite oder
deren Material) fiir die Variation des Klanges, sowie die Méglichkeit, das Originalsystem
theoretisch beliebig genau nachzubilden. Im Vergleich dazu wird es z.B. bei der FM-
Synthese, welche rein auf Imitation des gehorten Klangs beruht, immer schwieriger, das
Ergebnis weiter und weiter zu verbessern und dem Original anzundhern. Allerdings fordert
Physical Modelling ein gewisses Versténdnis von der Physik der Musikinstrumente vom
Anwender, wenn dieser das Klangresultat bewusst steuern mochte. Von einem anderen
Blickwinkel aus betrachtet schafft Physical Modelling aber neuen kiinstlerischen Freiraum,
z.B. fiir die Kreation von ,Phantasieinstrumenten®, wie z.B. einem 10 Meter langen
Klavier.

Fiir mich als Student ist dieses Thema besonders interessant, da es einen Bogen iiber
nahezu alle Teilgebiete meines Studiums spannt. Alle Aspekte, wie z.B. Mathematik,
Physik, Digitaltechnik und Informatik werden schlussendlich auf ein intuitives und simples
Erlebnis zuriickgefithrt, ndmlich einem Horeindruck. Es ermdglicht also wortwortlich eine
intuitive ,,Greifbarkeit* all der gelernten Inhalte.

Ziel dieser Arbeit ist die Vermittlung der Grundlagen von schwingenden Saiten sowie deren
Simulation mittels Digital Waveguides. Sie ist in drei Kapitel gegliedert. In Abschnitt
werden physikalische Grundlagen von schwingenden Saiten und Wellenausbreitung all-
gemein aufgearbeitet, welche fiir das Verstandnis von Digital Waveguides unerlasslich
sind. Abschnitt 3| erarbeitet in Berufung auf jene grundlegende Physik diese Methode der
Klangsynthese, mit welcher nun bereits Klange erzeugt werden konnen. Um diese Resul-
tate allerdings steuern und einem Klangideal annédhern zu kénnen, werden in Abschnitt
Erweiterungen des Grundmodells besprochen, welche zunéchst physikalisch hergelei-
tet, und dann mit Mitteln der digitalen Signalverarbeitung in diese Synthese-Methode



eingebaut werden. Diese Verfeinerungen verleihen Musikinstrumenten letztendlich ihre
Unterscheidbarkeit und ihren typischen Klangcharakter.



2 Die Physik der schwingenden Saite

In diesem Kapitel werden die physikalischen Eigenschaften einer schwingenden Saite
beschrieben, aus denen dann ein simulierbares Modell, in unserem Fall das der Digital
Waveguides (DWG) abgeleitet wird.

2.1 Herleitung der Wellengleichung

Die folgenden Uberlegungen gelten fiir eine Saite ohne Biegesteifigkeit. In der Realitét
erzeugt man jedoch beim Biegen einer Saite riicktreibende Kréfte. Dieser Einfluss auf das
Verhalten der Saite wird in Abschnitt erlautert. AuBerdem gelten die durchgefiithrten
Vereinfachungen nur bei kleinen Auslenkungen sowie kleinen Steigungen der Auslenkung,
was in der Praxis aber immer der Fall ist. Daraus folgt, dass die einzelnen Elemente der
Saite nur in vertikaler Richtung schwingen. Die Wirkung der Schwerkraft wird vernachlas-
sigt. Bis zur Einfithrung von Randbedingungen in Abschnitt [2.5]gilt die Saite als unendlich
lang. Eine Saite ist mit der Saitenspannung K gespannt, die als Kraft auf die Enden der
Saite in entgegengesetzte Richtungen wirkt. Zur Giiltigkeit des nachfolgenden Modells
muss diese Saitenspannung grundsétzlich grof§ sein. Weiters ist ihre Masse homogen
verteilt, welche als lineare Massendichte € als Masse pro Langeneinheit angegeben wird.
Um das Verhalten einer schwingenden Saite verstehen zu kénnen, betrachtet man zu-
nachst ein Stiickchen mit elementarer Lange ds, siehe Abb. [I} Die Saite ist in x-Richtung
gespannt und wird in y-Richtung ausgelenkt. Die Bewegung der Saite in Abhéngigkeit
von Ort und Zeit wird also mit y(x,t) beschrieben. Die hier angefiihrte Herleitung der
Wellengleichung basiert auf den Methoden von [11] und [12].

:

m—————

x+dx

Abbildung 1: Saitenstiick elementarer Lange [12]



Die grundlegende Frage lautet, wie die Saite auf Auslenkungen aus der Ruhelage
reagiert. Darum ist die uns interessierende Grofle jene Kraft, welche die Saite in ihre
Ruhelage zuriicktreibt, also die Komponente in Richtung der y-Koordinate. Unter der
Bedingung, dass die Auslenkung klein gegeniiber der Saitenlédnge ist, kann angenommen
werden, dass an jedem Saitenelement dieselben Spannkrifte T wirken. Die gesuchte Kraft
ist also die Summe der y-Komponenten von T, ndmlich

Fy =T (sin(6s) — sin(é1). 1)
Das Minus zwischen den Termen ergibt sich durch die unterschiedliche Bezugsrichtung von
¢1 und ¢. Um die Krimmung des Saitenstiickes hervorzuheben, setzen wir ¢ = ¢1+ A¢;.
Unsere Annahmen gelten, wie bereits erwéhnt, ausschliellich fiir kleine Auslenkungen und
somit kleine ¢, also ist sin(¢1) =~ ¢1 bzw. sin(¢; + A¢y) = ¢1 + A¢;. Daher vereinfacht

sich Glg. zZu
Fy == T A(bl

Die Masse des Saitenstiicks ist dm = ds € =~ dx € aufgrund ihrer niedrigen Steigung. Nun
kann das zweite Newton’sche Axiom (,F' = m - a“) fir das Saitenstiick angesetzt werden:

y(z, )

Ist dx hinreichend klein, geht auch A¢; gegen Null; somit ist die Steigung des Saitenstiickes

zu einem bestimmten Zeitpunkt als % gegeben. Dieser Term entspricht allerdings

auch tan(¢,). Diese Beziechung wird nun unter Verwendung der Kettenregel ein zweites
Mal nach z abgeleitet:

oy(x,t)

tan(¢1) - ax

1 d 0*y(z,t
= ¢1 _ y(x, ) (3)
cos?(¢1) dx O0x?
Laut unserer Annahme ist ¢; sehr klein, also ist cos?(¢;) quasi 1. Nun kann durch
Elimination von % Glg. in Glg. eingesetzt werden, wobei A¢; = d¢;. Das
Ergebnis geringfiigig umgeformt ist die sog. lineare, eindimensionale Wellengleichung fir
die schwingende Saite:

Py(et) T Pyl "
o2 € 02

2.2 Losung der Wellengleichung

Im Vergleich zu anderen partiellen Differentialgleichungen ist es bei der Wellengleichung
einfach, eine allgemeine Losung zu finden. Denn sie fordert lediglich von der Losungsfunk-
tion y(x,t), dass ihre zweite Ableitung nach dem Ort ihrer zweiten Ableitung nach der
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Zeit bis auf einen konstanten Faktor entspricht. Somit kann man bereits erahnen, dass
jede (zweimal differenzierbare) Funktion in einer Variable y(x + ct) die eindimensionale
Wellengleichung 16st. Dabei ist ¢ eine vorerst frei wahlbare Konstante. Die Ableitungen
einer derartigen Funktion lauten:

(@ +ct) = y(u(z,t) mit u(z,t) =z +ct (5)
Dy = Ly Lty = Ly ()
= a;y(x + ct) = dcj;y(u) (7)
Oyl ct) = oy(u) Sule 1) = yfu) - (o) )
= aa;y(m +ct) = d;y(u) 2 (9)

Beim Ableiten dieser Funktionen kommt die mehrdimensionale Kettenregel zum Einsatz.
Dabei entspricht %y(u) der ,auBeren Ableitung“ und a%u(x, t) bzw. %u(x, t) der ,inneren
Ableitung®. Durch den in Glg. @ bzw. Glg. gefundenen Zusammenhang zwischen
den Differentialoperatoren % bzw. % mit % kann die zweite Ableitung auf einfache Art
und Weise bestimmt werden.

Die zweiten Ableitungen nach dem Ort bzw. der Zeit von Funktionen der Form ()
unterscheiden sich also tatsdchlich nur um einen Faktor ¢, wie der Vergleich von Glg.
mit Glg. @ zeigt. Aulerdem gilt dieser Zusammenhang unabhingig davon, ob u = z + ¢t
oder u = x — ct. Wegen dieser Unabhéangigkeit sowie der Linearitéitseigenschaft des
Differentialoperators muss auch eine Funktion

y(x,t) = f(z —ct) + g(z + ct) (10)

die Wellengleichung 16sen, wobei f und g zwei beliebige Funktionen der Form sind.
Diese Losung umfasst alle existenten Losungsfunktionen y(x,t) der Wellengleichung und
ist somit deren allgemeine Lésung. Diese Losung wird wegen ihres Entdeckers auch als
d’Alembert’sche Losung bezeichnet. Ein vollstdndiger Beweis der Allgemeinheit dieser
Lésung ist in |9] zu finden.

Setzt man nun Glg. und @ in ein, muss zur Losung der Wellengleichung ¢ = \/ﬁ
gewéhlt werden. Damit y(z =+ ct) physikalisch Sinn ergibt, missen die Terme im Argument
2 und ct die gleiche physikalische Einheit haben. Nach dem SI-System hat x die Einheit
Meter, und ¢ die Einheit Sekunden. Daraus folgt, dass ¢ die Einheit Meter/Sekunde

besitzen muss. Bestimmt man auflerdem die Einheit von (/T'/€, erhdlt man dasselbe



Ergebnis:

kg = |m? _ m
kg g2 T

Die Teilfunktionen der d’Alembert’schen Losung werden auch Wanderwellen genannt.
Dieser Name erklért sich bei genauerer Betrachtung der Eigenschaften der Argumente
x+ct und = —ct: Gegeben sei eine Funktion f(z—ct). Man betrachte dessen Funktionswert
f = foan dem Ort z.B. z = xy = 0 zum Zeitpunkt ¢t = ¢, = 0 (Beispielsweise die Spitze
einer Dreiecks-Funktion). Bei nun fortlaufendem ¢ findet man den selben Funktionswert
fo (das heifit, dass das Argument von f konstant bleibt, also x — ct = xog — ctp = 0)
an dem zugehorigen Ort x = % Das bedeutet also, dass ein Punkt der Funktion f bei
fortlaufendem Zeitindex ¢ mit der Geschwindigkeit c entlang der Ortskoordinate x wandert.
Nochmals zu betonen ist hier die eindeutige Verkniipfung zwischen einem Zeitpunkt ¢ und
einem Ort x durch eine Ausbreitungsgeschwindigkeit c. Abb. [2| veranschaulicht diesen
Zusammenhang. Diese Uberlegungen konnen analog auf ¢ iibertragen werden. Daraus
ergibt sich, dass g mit der selben Geschwindigkeit in die entgegengesetzte Richtung lauft.
Zusammenfassend gilt: Wird eine Saite (oder eine beliebige andere physikalische Umge-
bung, in der die eindimensionale Wellengleichung gilt) angeregt, breiten sich in dieser

immer zwei Wanderwellen beliebiger Form aus, welche mit der Geschwindigkeit ¢ = /T'/e
in entgegengesetzte Richtungen laufen.

L“‘L/\

| (a)
|

F(x-c) M
I X —>

Abbildung 2: Eine bestimmte Wanderwelle f(x —ct): (a): zum Zeitpunkt t = 0;
(b): zum Zeitpunkt t = 1 [12]

2.3 Hintergriinde zur Wellengleichung

Die Wellengleichung beschreibt das Verhalten unzéhliger physikalischer Systeme. In
eindimensionaler Form (analog zu Glg. (4)) beschreibt sie das akustische Verhalten von
Luftréhren (welche in Blasinstrumenten von elementarer Bedeutung sind) und schwin-
genden Staben (wie sie bei einigen Idiophonen verwendet werden). Ein Beispiel fiir
das Auftreten der eindimensionalen Wellengleichung in der elektrischen Doméne sind



Wellenleiter, wie sie in der Hochfrequenz-, Nachrichten- bzw. Digitaltechnik verwendet
werden. In den schwingenden Membranen und Platten eines Schlaginstruments tritt die
Wellengleichung in zweidimensionaler Form auf. Fiir genauere physikalische Modelle exis-
tieren zahllose Variationen und Erweiterungen, von denen manche auch in den folgenden
Kapiteln verwendet werden. Die nachfolgende Gleichung ist die lineare Wellengleichung
dargestellt in einer allgemeinen, mehrdimensionalen Form. Vektoren sind dabei durch
Fettschrift gekennzeichnet.

0%u

ot?
A bezeichnet den Laplace-Operator, ¢ ist die bereits bekannte Ausbreitungsgeschwin-
digkeit, die je nach Doméane aus unterschiedlichen Parametern gebildet wird, und im
allgemeinen Fall frequenzabhéngig ist (siehe hierzu Abschnitt . Gemeinhin werden die
Losungen der Wellengleichung auch ,Wellen“ genannt, denn die Bedeutung des Begriffs
hier fallt mit dessen Bedeutung im alltdglichen Sprachgebrauch (z.B. einer Welle im
Wasser) zusammen. Physikalische Groflen, deren ortliche sowie zeitliche Ausbreitung der
Wellengleichung allgemein gehorchen, sind beispielsweise der Schalldruck, die Schallschnel-
le oder die Dichte in der Akustik, oder elektromagnetische Wellen in der Elektrizitétslehre.
Die Wellengleichung findet allerdings u.a. auch Anwendung in der Quantenmechanik und
der allgemeinen Relativitatstheorie. Aus diesem Grund existieren auch unterschiedlichste
physikalische Herleitungen, wie z.B. tiber die Telegraphengleichung in der Nachrich-
tentechnik [10] oder tiber grundlegende Zusammenhéange in gasférmigen Medien in der
Akustik [7]. Die hier vorliegende Form ist linearisiert, um das Superpositionsprinzip ver-
wenden zu kénnen. Diese Figenschaft wurde bereits bei der Losung der Wellengleichung
in Abschnitt impliziert, indem die dort aufgefithrten Nebenbedingungen formuliert
wurden.

=c? Au (11)

2.4 Eindeutige Losung mit Anfangsbedingungen

Nun kennen wir die allgemeine Losung der Wellengleichung. Aus der Praxis wissen wir,
dass eine Gitarre ,immer gleich angeschlagen immer gleich klingt“. Wissenschaftlich
ausgedriickt bedeutet das, dass zu jedem Anfangszustand (Anschlagen der Saite) eine
eindeutige Losung der Wellengleichung (Klingen der Gitarre) existiert. Bei genauerer
Betrachtung von Glg. erkennt man, dass fiir deren eindeutige Losung eine Anfangs-
Auslenkung y(x,0) sowie eine Anfangs-Geschwindigkeit %y(x,O) vorzugeben ist. Dies
geschieht in der Praxis, wenn z.B. die Saiten einer Gitarre gezupft (£ y(z,0) # 0)
oder die eines Klaviers mit einem Hammer angeschlagen (£ 2y(z,0) # 0) werden.
Insbesondere ist es (u.a. fir die Implementierung eines Digital Waveguide, siehe |3)
wichtig, den Zusammenhang zwischen den gerade genannten Anfangszusténden und den
Teilfunktionen f und g der d’Alembert’schen Losung zu kennen. Dieser Zusammenhang
wird nun fiir allgemeine Anfangswerte gezeigt. Die Herleitung orientiert sich an [9].



Gegeben seien allgemeine Anfangswerte von y(z,t):
y(x,0) = a(z) (12)
2 y(2,0) = s(a) (13)

Laut Glg. zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird a(z) also aus den beiden Wanderwellen gebildet.
Wegen t = 0 vereinfachen sich die Argumente der Wanderwellen zu z:

a(x) = f(x)+g(x) (14)

Um eine analoge Beziehung fiir s(z) zu finden, betrachtet man die erste Ableitung von
Glg. nach der Zeit zum Zeitpunkt ¢ = 0. Der gesuchte Ausdruck ist eine Superposition
von Glg. mit positivem und negativem Vorzeichen. Dabei wird zwischen u, = x + ct
und u_ = x — ct unterschieden:

Grvla.t) = giglus) o S f(uw) - (-0

4 s(a) = g, 0) = c(;‘ig@:) - Cjifm) (19

Durch das Nullsetzen von ¢ wird sowohl u, als auch u_ zu z. Um Glg. nach g(z)
und f(x) umzuformen, integrieren wir nach x:

= [ s(@) do = g(@) - £ (@) (16)

Diese Rechnungen gelten fiir unendlich lange Saiten. Daher ist der Definitionsbereich von
x die reellen Zahlen, iiber welchen integriert wird. Nun kann f(x) durch Subtraktion bzw.

g(z) durch Addition der Gleichungen und ausgedriickt werden:

() = ;( @ -/ s(m)d:c) a7)

g(x) = ;( (x) + i/s(az)dx) (18)

Somit lassen sich die beiden Wanderwellen der d’Alembert’schen Losung aus den An-
fangswerten berechnen. Die zugehorige Losung der Wellengleichung (also Schwingung der
Saite) besteht dann aus dem bereits oben beschriebenen Fortschreiten der Wanderwellen.
Abb. [3] veranschaulicht zwei Beispiele.
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Abbildung 3: Verlauf der Welle nach bestimmten Anfangswerten zu aufeinan-
derfolgenden Zeitpunkten (von oben nach unten). Erkennbar ist die Bewegung
der strichliert gezeichneten Teilwellen wie in Abb.[24 Die gesamte Auslenkung der
Saite ist die Summe der beiden Teilwellen (durchgezogen gezeichnet). links: ge-
zupfte Saite: Verlauf nach Anfangs-Auslenkung # 0; rechts: angeschlagene Saite:
Verhalten nach Anfangs-Geschwindigkeit # 0 (gekennzeichnet durch Pfeilchen) [12]

2.5 Randbedingungen

Die bisherigen Uberlegungen beschranken sich ausschliefllich auf Saiten unendlicher Linge.
Um allerdings Kldnge produzieren zu koénnen, ist es notwendig, die Lange auf einen
endlichen Wert zu reduzieren. Mathematisch formuliert handelt es sich hierbei um die
Einfiihrung einer Randbedingung [12]. Durch eine Randbedingung fordert man von
der Losungsfunktion y(z,t) ein bestimmtes Verhalten an einer bestimmten Position z.
Formal konnte es sich dabei um vollig beliebige Forderungen handeln, in unserem Fall
beschranken sie sich jedoch auf das Nullsetzen bestimmter Positionen. Die wichtigste
derartige Randbedingung wird durch das Einspannen einer Saite (endlicher Lange) in
einen Steg realisiert. Ein weiteres Beispiel ist das Spielen eines Flagoletts, bei dem man die
Saite punktuell an einer bestimmten Stelle mit dem Finger beriihrt, um gewisse Teiltone
aus dem Spektrum zu nehmen (auf das Spektrum der Klange wird in Abschnitt
eingegangen).

2.5.1 Eine Randbedingung

Durch das Befestigen einer Saite an einem vo6llig unbeweglichen Steg an der Stelle x = 0
fordern wir von der Losungsfunktion y(z,t), dass y(0,¢) = 0. Trifft nun eine Wanderwelle

10



auf diesen fixierten Punkt der Saite, wird sie reflektiert. Um eine Auslenkung von 0 zu
erzwingen, ,zieht“ der Steg an jener Stelle mit genau der dafiir erforderlichen Kraft die
Saite in die Ruhelage, und , generiert” dabei selbst wiederum eine Wanderwelle. Diese be-
wegt sich in die entgegengesetzte Richtung, ist in ihrer Form gespiegelt zur urspriinglichen
Welle und hat ein invertiertes Vorzeichen. Dieser Vorgang kann mathematisch beschrieben
werden, wenn man die Losungsfunktion y(x,t) iiber das Ende der Saite hinaus tiber alle
x € R definiert. In der ,imagindren Verlangerung®“ der Saite hinter dem Steg kann nun
die reflektierte Welle angegeben werden, siche Abb. : Genaugenommen ist jetzt f(x + ct)

KRN

!

§

]

!

\
-

\(C)

-/
g “ S ——
-

/ ’\\::‘_ -_—(d )
=_

Abbildung 4: Reflexion einer Wanderwelle am Steg zu aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten (a) bis (d); Der strichlierte Teil stellt die virtuelle Verlingerung der
Saite dar, welche zuerst die reflektierte, und dann die urspriingliche Wanderwelle
tragt. Die Saite existiert nur rechts vom Steg. [12]

-

keine Losung der Wellengleichung mit Randbedingung mehr, da sie unter Umstédnden
bei x = 0 ungleich Null ist. Darum ersetzt man eine Wanderwelle der d’Alembert’schen
Losung durch

f==h(f—ct)+ fol—z —ct), (19)
was den in Abb. [d] dargestellten Wellen entspricht. An der Form der Argumente erkennt
man, dass es sich bei den Teilfunktionen von Glg. wieder um Wanderwellen handelt,
weswegen sie Teil der von Glg. bestimmten Losungsmenge der Wellengleichung ist.
Fiir x = 0 erhalt man

f=—=fol=ct) + fo(—ct) =0,

11



wie durch die Randbedingung gefordert. Eine Funktion der Gestalt ist also an
der Stelle 2 = 0 immer Null, da die Uberlagerung der beiden Terme sich dort ausléscht.
Die Beschreibung von Flagoletts ist vollstandig analog, aufler dass in diesem Fall die
yimagindre Verlangerung® der Saite tatsachlich existiert.

2.5.2 Zwei Randbedingungen

Nun befestigt man auch das andere Ende der Saite an einem Steg. Bei einer Saite der
Lange [ befindet sich dieser an der Position = = [. Erzeugt man nun eine Wanderwelle,
so wird diese wegen der Reflektionen an den beiden Saitenenden im Kreis laufen, und
im verlustlosen Fall nie abklingen. Der hier auftretende physikalische Vorgang ist also
periodisch. Bei periodischen Signalformen nehmen wir eine Tonhohe war. Bei dem hier
erzeugten Signal handelt es sich also um einen Klang. Die Wanderwelle bewegt sich
mit der Geschwindigkeit ¢ fort, also benétigt sie fiir eine ganze Runde auf der Saite %l
Sekunden, was somit der Periodendauer T" von y(z,t) entspricht. Die Frequenz von y(z, t)
ist folglich .

Mathematisch ldsst sich dieses Phdnomen als Erweiterung von Abschnitt darstellen,
indem man eine weitere ungerade Spiegelung der realen Welle an dem Ort des zweiten
Stegs vorgibt, siehe Abb. |5l In dieser Darstellung ist die Losungsfunktion y(x,t) fir alle
x € R definiert. Da der Abstand zwischen den aufeinanderfolgenden Wellenpaketen in bzw.
gegen z-Richtung 2[ ist, ist die Periodizitat von %l bestéatigt. Abb. @zeigt praxisnahere
Szenarien der schwingenden Saite, wo u.a. wieder zwei gegenldufige Wanderwellen aus
den Anfangswerten hervorgehen (Erinnerung:Abb. [5| zeigt einen Sonderfall mit lediglich
einer zuerst nach links laufende Wanderwelle). Um die Schwingung einer Saite hérbar zu
machen, muss sie aus einer mechanischen Schwingung in Luftschall umgewandelt werden.
Im Fall einer Saite (z.B. im Gegensatz zu Blasinstrumenten) wird dessen Schwingung
iiber die Stege auf den Korpus geleitet, welcher besser an die umgebende Luft gekoppelt
ist. Das Prinzip ist dabei gleich dem eines Lautsprechers, welcher durch gute Kopplung
an bzw. Belastung durch die umgebende Luft mechanische Energie in Schallenergie
umwandeln kann. Die Physik von Lautsprechern ist Gegenstand der Elektroakustik.
Ohne einem Korpus bzw. einer sog. Abstrahlfiiche ist die Schwingung einer Saite also
nicht horbar. Im Syntheseverfahren der DWG werden derartige Kopplungen mit sog.
~Waveguide-Junctions“ modelliert, wie in Abschnitt genauer beschrieben. Ist also eine
Saite an eine hinreichend gute Abstrahlfliche gekoppelt, horen wir dessen Schwingung an
den gekoppelten bzw.  abgegriffenen® Punkten der Saite y(0,t) bzw. y(I,t). Abb. 7| zeigt
die Auslenkung der Saite in Abb. [l an den Punkten c.
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Abbildung 5: Wanderung eines Wellenpakets auf einer Saite endlicher Lénge.
Der Durchlauf einer Runde ist zu aufeinanderfolgenden Zeitpunkten dargestellt.
Die Saite ist durchgezogen gezeichnet. Die modellierende Losungsfunktion y(x,t)
beinhaltet auch die strichlierten Erweiterungen links und rechts der eigentlichen
Saite. Durch die Randbedingungen ergibt sich fiir y(x,t) eine nach links laufende
Pulskette positiver Auslenkung sowie eine nach rechts laufende Pulskette negativer
Auslenkung, jeweils im Abstand von 2[. [12]
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Abbildung 6: Reaktion der Saite auf die gleichen Anfangswerte wie in Abb. @
nun allerdings inklusive der Randbedingungen, dargestellt fiir eine halbe Periode.
Die gestrichelten Linien sind die aus den Anfangswerten berechneten Wanderwellen
(siehe Glg. und Glg. ), welche zusétzlich schiefsymetrisch um die fixierten
Punkte gespiegelt wurden, um die Randbedingungen zu erfiillen. Die sich dadurch
ergebende Schwingungsform entspricht nun der ,allgemeinen Vorstellung* einer
schwingenden Saite. [12]
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Abbildung 7: Auslenkung der Saite an den Punkten c in Abb. @ dargestellt fiir
zwei Perioden. oben: korrespondiert mit Abb. [0 links (gezupfte Saite); unten:
korrespondiert mit Abb. [ rechts (angeschlagene Saite); Diese Signalformen kénn-
ten beispielsweise von einem Tonabnehmer einer elektrischen Gitarre aufgezeichnet
worden sein, welcher sich an der jeweiligen z-Koordinate befindet. [12]

2.6 Losung im Frequenzbereich

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass eine Saite bei Anregung ein periodisches Verhalten
aufweist, also einen Klang produziert. Nun soll dieser Klang genauer betrachtet und
quantitativ beschrieben werden. Ein Klang im akustischen Sinne ist definiert als ein
Signal bestehend aus Sinusschwingungen mit ganzzahligen Frequenzverhéltnissen [§]. Die
folgenden Uberlegungen basieren auf [11] und [12]. Als Ansatz wihlt man eine allgemeine
harmonische Welle:

(@) = A, sin B% )+ 925,«] (20)

mit A, ...Amplitude von y,

¢ = /T /e ...Ausbreitungsgeschwindigkeit von v,
A ...Wellenlange von y,

¢, ...Phasenwinkel von y, zum Zeitpunkt t = 0 am Ort x = 0

Dies entspricht einer Basisfunktion der Frequenzbereichsdarstellung. Dabei handelt es
sich um eine in z-Richtung unendlich ausgedehnte harmonische, nach rechts laufende
Wanderwelle mit den beschriebenen Parametern. Diese Funktion ist selbstverstandlich
ebenfalls eine Losung der Wellengleichung. Entsprechend einer Synthese mittels Fourier-
transformation kann jede Wanderwelle f(z — ct) der d’Alembert’schen Losung durch
Superposition von Glg. mit geeigneten Werten fiir A4, ;, \; und ¢,; der i-ten Kompo-
nente gebildet werden. Um auch die Teilwelle g(z + ct) und somit die allgemeine Losung
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der Wellengleichung darstellen zu kénnen, erweitern wir den Ansatz um eine nach links
laufende Wanderwelle:

y(x,t) = A, sin [2;@ —ct) + qbqn] + A; sin F;T(x + ct) + qbl] (21)

Durch Uberlagerung von Glg. lasst sich also die allgemeine Losung der Wellenglei-
chung darstellen. Um Glg. fiir unsere Zwecke besser zu formulieren, formen wie sie

1
m

unter Einfithrung der sog. Wellenzahl k = 27”[ } geringfiigig um:

y(z,t) = Ay sin(kx — wt + ¢) + Ay sin(kz + wt + ¢;) (22)

2.6.1 Eine Randbedingung

Nun gilt es wieder die Randbedingung y(0,t) = 0 zu erfiillen. Zur Vereinfachung von
Glg. beschranken wir uns auf den Spezialfall A, = A; = A. Fiir eine Losung mit zwei
Randbedingungen (siehe Abschnitt ist dies ohnehin eine notwendige Einschrankung.
Diese Vereinfachung impliziert, gleich wie in Abschnitt [2.5.1] dass von idealen Reflexionen
ausgegangen wird, wo Wellen mit gleicher Amplitude reflektiert werden. Der Vergleich
von hin- mit riicklaufenden Komponenten der Losungsfunktion in Abb. [5] und [6] bestétigt
diese These.

Durch genaueres Betrachten stellen wir fest, das zur Erfiillung der Randbedingung
¢ = —¢, = ¢ gelten muss. Nur durch diese speziellen Phasenlagen 16schen sich die beiden
gegenldufigen Teilwellen u.a. am Punkt z = 0 immer aus. Abb. [§] demonstriert u.a. dieses
Phénomen. Wir schreiben Glg. mit den durchgefiihrten Einschrankungen auf:

y(z,t) = A [sin(kx — wt — ¢) + sin(kz + wt + ¢)] (23)

Auf diese Gleichung kann die Summen-zu-Produkt Formel fiir harmonische Funktionen
angewandt werden. Weiters verwenden wir die Symmetrieeigenschaft des Cosinus:

y(z, t) = 2A sin(kx) cos(wt + ¢) (24)

Diese Gleichung beschreibt das Phanomen der stehenden Welle. Die Besonderheit dieser
Welle besteht darin, dass Orts- und Zeitabhéngigkeit getrennt in den beiden faktorisierten
Winkelfunktionen auftreten. Fir z = 5%, n € N wird sin(kz) und somit auch y(z,t) zu
Null, und das unabhéngig von ¢. Die Konsequenz fiir y(x,t) sind das Auftreten von orts-
festen Nullstellen, welche auch Schwingungsknoten genannt werden. Diese befinden sich in
einem Abstand von jeweils % zueinander. Dazwischen liegen die sog. Schwingungsbduche,
welche durch |sin(kx)| = 1 gekennzeichnet sind. Der Term cos(wt + ¢) lasst y(z,t) an
ihren beweglichen Stellen mit der Frequenz w schwingen. Durch Einsetzen von x = 0 in
Glg. kann tiberpriift werden, dass wirklich an jener Stelle einer der genannten Schwin-
gungsknoten vorliegt; Die Randbedingung ist also erfiillt. Das Entstehen einer stehenden
Welle aus zwei gegenldufigen harmonischen Wellen wird in Abb. |8 veranschaulicht.
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Abbildung 8: Stehende Welle als Uberlagerung zweier gegenléiufiger harmoni-

scher Wellen, so wie sie z.B. durch Reflexion auftreten E‘V

2.6.2 Zwei Randbedingungen

Zuséatzlich zu den bisherigen Forderungen muss nun bei einer Saite der Lénge [ auch
y(l,t) = 0 gelten. Damit Glg. diese Bedingung erfiillt, muss sin(kl) < 0 sein. Daraus

folgt:

kléﬂn mit n € N

2
daraus folgt mit k£ = Lf :
c
ne

17
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Bei gegebenem [ und ¢ konnen also nur stehende Wellen mit jener Frequenz auftreten,
welche Glg. erfiillen. Diese Losungsmenge wird u.a. Teiltone, Moden oder Eigen-
schwingungen genannt [18]. Setzen wir die gefundene Bedingung fir f in Glg. ein,
erhalten wir:

Yn(z,t) = 2A sin <n7lrx> cos(wnt + @) (26)
Bei Einfithrung der zweiten Randbedingung reduziert sich die Losungsmenge aller ste-

henden Wellen (Glg. (24)) auf jene, die zusétzlich am Ort 2 = [ einen Schwingungsknoten
haben. Die ersten sieben Teiltone einer Saite sind in Abb. |§| dargestellt. Glg. ist

e ——
1/2

1/3

1/7

LT S o oo o>l >

Abbildung 9: Mégliche stehende Wellen auf einer Saite endlicher Linge mit
den Abstéinden ihrer Schwingungsknoten in Verhéltnis zur 1 |2]

aquivalent zur in Abschnitt beschriebenen Losungsmenge: Jede mogliche Wellenform
aus Abschnitt [2.5.2 kann durch Superposition von Teilténen mit Index n durch passende
Wabhl fiir A,,, ¢,, gebildet werden; dies entspricht der Bildung einer Fourier-Reihe in einem
ortlichen Intervall von 0 < z < [.

2.6.2.1 Analyse von Anfangswerten

Die Bildung einer Fourierreihe kann logischerweise ebenso fiir gegebene Anfangswerte
durchgefiihrt werden. Aus der Analyse der Anfangswerte kann der damit erzeugte Klang-

18



charakter, also die Gewichtung und Phasenlage der Teilténe bestimmt werden. Abb. [I0]
zeigt eine derartige Zerlegung. Dabei ist es plausibel, dass der Ort der Anregung mafige-
bend dafur ist, welche Teiltone schwingen werden. Wie auch in Abb. demonstriert,
wird das Maximum des Anfangswerts durch Teiltone gebildet, welche keinen Schwingungs-
knoten an jener Stelle besitzen. Teiltone, welche dort allerdings einen Schwingungsknoten
haben, werden iiberhaupt nicht angeregt. Zupft man beispielsweise eine Saite am Ort
x = é, so wird jeder dritte Teilton (also der 3., 6., 9., usw.) vollstdndig aus dem Spektrum

verschwinden.

1.0 x

sin{5x) term

0 /2 [

Abbildung 10: Zerlegung einer Anfangsauslenkung in Dreiecksform in die Moden
der Saite. Gut zu sehen ist die unterschiedliche Gewichtung sowie der unterschied-
liche Phasenwinkel der Teilténe. Da dieser Anfangswert geradsymmetrisch um é

ist, werden lediglich ungerade Teilténe angeregt.
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3 Digital Waveguides

Digital Waveguides sind eine Methode zur Synthese von Kléangen von Musikinstrumenten.
Dabei werden reale physikalische Vorgange modelliert, wodurch sie Teil der Synthesever-
fahren des Physical Modelling sind. Das Vorwissen um die Physik der Klangerzeugung
wurde in Abschnitt [2] erlautert. Diese Arbeit beschrankt sich auf Saiteninstrumente; Die
einzige Voraussetzung fiir ein Modell mittels DWG ist lediglich das Vorliegen von Wellen-
ausbreitung. Der Vorteil von Physical Modelling ist dessen physikalische Plausibilitat und
die gute Steuerbarkeit der laufenden Prozesse, auch wenn das Verstdndnis hiervon die an-
gesprochenen Vorkenntnisse erfordert. Das Ziel einer Klangerzeugung mittels DWG ist ein
guter Kompromiss zwischen Resultaten hoher Qualitit und vertretbarem Rechenaufwand.

3.1 Grundlegender Aufbau

Das Konzept der DWG setzt bei der d’Alembert’schen Losung der eindimensionalen, ver-
lustlosen, dispersionsfreien, linearen Wellengleichung an. Die Idee ist, dass Wanderwellen
sehr einfach mit Verzogerungsgliedern implementierbar sind. Da diese Wanderwellen ihre
Form nie dndern, kann ihre Signalform einfach in einen Speicher geschrieben und bei
Bedarf wieder ausgelesen werden. Gut vorstellbar ist dieses Konzept unter Verwendung
eines Schieberegisters, welches die Wellenform Sample fiir Sample weiterschiebt, genauso
wie die Welle sich in der Physik mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ fortbewegt (siehe
Abb. . Fiir die Komponente f(z — ct) verwendet man eine ,nach rechts laufende“
Delayline, fiir g(x + ct) eine ,nach links laufende“. Mit lediglich zwei Delaylines kann
also Wellenausbreitung anschaulich modelliert werden. Um die Auslenkung der Saite an
einem Ort zu einer bestimmten Zeit zu erfahren, werden die beiden Speicherzellen mit
der korrespondierenden Koordinate addiert.

:

(a) (b) (c)

Abbildung 11: Grundkonzept von DWG: (a): bestimmte Lésungsfunktion
u(z,t); (b): Zerlegung der Lésungsfunktion in die beiden Wanderwellen laut der
d’Alembert’schen Lésung; (c): Syntheseverfahren der DWG: Modellierung dieser
Wanderwellen mittels Delaylines [6]

Dieses Modell funktioniert bis zu einer bestimmten Frequenz originalgetreu, also ohne
jeglichen Informationsverlust im Vergleich zur physikalisch echten Vorlage. Begriindet
ist dies durch das Nyquist-Theorem: Zapft man das Signal an einem bestimmten Ort im
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DWG an, so erhélt man in einem bestimmten Zeitfenster eine Folge von Werten. Die
Lénge dieser Zahlenfolge ist von der Taktfrequenz der Schieberegister abhéngig. Die Folge
kann nun DA-konvertiert und iiber einen Lautsprecher abgespielt werden. Somit ist klar,
dass die Taktfrequenz der Schieberegister z.B. 44,1 kH z sein muss, damit alle fiir den
Horbereich relevanten Frequenzen ohne Verlust simuliert werden. Daraus ergibt sich auch
automatisch eine drtliche Abtastung des Wellenleiters. Ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
¢ im zu simulierenden Wellenleiter bekannt, resultiert daraus eine 6rtliche Abtastung in
Absténden von .

X = I mit f... Samplingfrequenz (27)
Im Fall von Luftschall mit ¢ = 343 % und f; = 44,1 kHz ergibt das ein oOrtliches
Diskretisierungsintervall von X = 7,78 Millimeter. Mathematisch kann diese zeitliche
bzw. ortliche Abtastung durch einen Ubergang von zeitkontinuierlichen zu zeitdiskreten
Funktionen formuliert werden. Zeitdiskrete Funktionen sind mit eckigen Klammern um
deren Argument gekennzeichnet. Ein einfacher Pfeil symbolisiert einen Ubergang von
zeitkontinierlichen Variablen bzw. Funktionen zu zeitdiskreten.

1
f(@m,ti) = f(xm —cty) = [(X - (m —14)) = flm —i] = f[m, ] (28)

Fir g(z,t) gilt analog:
g(x,t) = gz + ct) — glm + 1] = g[m,1]. (29)

Wie bereits erklért, ist in Analogie zu Glg. die Losungsfunktion y[m, i] gegeben als

ylm,i] = flm —i] + g[m + 1.

3.2 Anfangswerte

Nun gilt es, Anfangswerte korrekt in den eben konstruierten DWG zu schreiben. Gesucht
sind die Anfangszustdnde der beiden Wanderwellen f[m,0] und g[m,0]. Da f[m,i] die
nach rechts laufende Wanderwelle bildet, kann deren Anfangszustand in das nach rechts
laufende (obere) Schieberegister geschrieben werden (wahrend g[m, | nach links lauft, also
in die untere Delayline gespeichert wird). Gegeben sind zunéchst die zeitkontinuierlichen
Anfangszustande a(z) und s(z) laut Glg. und Glg. ([13). Diese werden zeitlich bzw.
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ortlich abgetastet, woraus sich a[m] und s[m] ergeben. Das unbestimmte Integral wird

mittels der Beziehung

Slm] = _s[l]
1=0
bzw. der aquivalenten Differenzengleichung

Sim| = s[m| + S[m — 1] mit S[0] = s[0]

in die diskrete Doméne tiberfiithrt. Es werden also die Partialsummen S|m| zur Folge
s[m] gebildet. Die gesuchten Wanderwellen kénnen mittels einer diskretisierten Version
von Glg. bzw. Glg. bestimmt werden. Die zu implementierenden Gleichungen

zur Bestimmung der Teilwellen lauten also

i) = ;(a[m} - ilism)
)

glm] = ;(a[m} + i > s[l]).

Die daraus erhaltenen Funktionen f[m| und g[m| werden in die Schieberegister geschrieben.

3.3 Randbedingungen

Randbedingungen kénnen mit DWG auflerst simpel realisiert werden. Um eine Reflexion
zu simulieren, ist es lediglich notig, die Enden der beiden Delaylines miteinander zu
verbinden. Beim Fall der schwingenden Saite, oder allgemein formuliert bei sog. ,,closed end
boundary conditions” muss das zwischen den Delaylines iibergebene Sample zusétzlich mit
—1 multipliziert werden, um die Reflexion korrekt zu simulieren, siche Abb. [5] Bei ,open
end boundary conditions®, wie sie beispielsweise an der Miindung von Blasinstrumenten
fiir die Schallschnelle auftreten, tritt kein Vorzeichenwechsel auf.

Die damit erzeugte ringférmige Struktur bewirkt die Periodizitdt des ablaufenden
Prozesses. Bei einer Lange der Delaylines von % ergibt das fur die Saite (welche zwei
»closed end boundary conditions* hat, siche unten) eine Periodendauer von N Samples bzw.
eine Grundfrequenz fﬁsH z des generierten Klanges, analog zu Abschnitt EI Wichtig
ist hier die Unterscheidung der verwendeten Funktionen: y*[n] und y~[n] in Abb.
bezeichnen die Speicherstellen der Delaylines mit der Adresse n, wihrend f[m,] und
glm,i] die Teilwellen der d’Alembert’schen Loésung sind. Mit ¢ = 0 entsprechen sich
die Funktionen y*[n] und f[m,0] bzw. y~[n] und g[m,0] mit m = n. Die Reflexionen
werden als Ubergabe von der letzten Stelle des einen Schieberegisters in die erste Stelle
des anderen realisiert (y™[n — N/2] — y~[n + N/2| bzw. y~[0] — yT[0]). Die Wahl der
Adressen n fiir die Speicherzellen deutet bereits an, dass diese in der Anwendung als nur
ein Schieberegister implementiert werden. f[m,i] bzw. g[m,i] werden also nicht direkt
implementiert.

22



y' ol

“Bridge”

Rigid Termination

v~ [n]

(& =0)

N/2 samples delay

N/2 samples delay

y " n— N/2|
“Nut”
Rigid Termination

Yy [n+ N/2|

—L=NX/2= ﬁ)
=9,

Abbildung 12: Simulation einer eingespannten Saite mittels DWG. Die Wander-
wellen laufen auf zwei Delaylines der Lange % im Kreis. ,,Closed end“ Reflexionen
werden durch Vorzeichenumkehr des Samples am Ende einer Delayline reali-

siert. [16]
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4 Erweiterungen des Modells

Nachdem ein funktionstiichtiges Grund-Modell entwickelt wurde, kann dieses weiter
verfeinert und an reale physikalische Gegebenheiten angepasst werden. Im ersten Schritt
werden physikalische Aspekte aufgezeigt, welche fiir ein realitdtsnahes Ergebnis bertick-
sichtigt werden sollten. Die zweiten Unterkapitel beschreiben die etablierten Methoden
fiir deren Implementierung.

4.1 Verluste

Keine Saite klingt unendlich lang, denn die Energie der Schwingung geht verloren.
Ein Grund dafir sind nachgiebige Stege, welche die Welle auf den Korpus weiterleiten
(zur néheren Behandlung dieser Vorgénge siehe Abschnitt [4.3)). Weitere Ursachen sind
u.a. Reibung im Inneren der Saite und an den umliegenden Luftmolekiilen. Diese teils
sehr komplexen Zusammenhédnge koénnen mit Modellen unterschiedlicher Genauigkeit
berticksichtigt werden. Die folgenden Erklarungen stammen hauptsichlich aus [16] und [6].

4.1.1 Frequenzunabhingige Verluste

Im einfachsten Modell werden Verluste in Form einer zusatzlichen Kraft in Richtung der
Ruhelage dargestellt. In der Grundannahme ist diese proportional zur Geschwindigkeit in
y-Richtung der Saite (Bereits bei der Herleitung der Wellengleichung in Abschnitt
wurde angenommen, dass sich die Saite ausschlielich in y-Richtung bewegt). Der Betrag
sowie die Richtung der zusatzlichen Kraft ist also vollstdndig durch den Term /ﬁ%
beschrieben, wobei p > 0 die Reibungskonstante ist. Durch Hinzufiigen dieses Termes an
Glg. erhélt man die verlustbehaftete Wellengleichung:

0?y(x,t) . Py(x,t)  Oy(xz,t)
0a? o Mo

Um die Eigenlosung dieser partiellen Differentialgleichung zu finden, wahlt man allgemein
harmonische Wellen als Ansatz:

T (30)

yh(xat) _ 6st+jkx (31)
Der Ansatz in Glg. eingesetzt ergibt:
es> + s —kk* =0

Fir s ergeben sich somit folgende Ausdriicke:
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mit ¢y = \/é , also der Ausbreitungsgeschwindigkeit im verlustlosen Fall. Fiir realistische

Parameter ist é < cgk2, wodurch die Diskriminante negativ ist. Man teilt s; 9 = o £ jw:

i

R{s} =0 = 5
Dadurch lésst sich diese Gleichung wie folgt interpretieren: Der Realteil von s beschreibt
das Ab- bzw. Anklingverhalten der Eigenlosungen. Da dies eine Analyse der verlustbe-
hafteten Wellengleichung ist, erwarten wir abklingendes Verhalten. Da R{s} < 0, wird
diese Erwartung auch erfiillt. Der Imaginérteil beschreibt den schwingenden Anteil bzw.
die Frequenz der Eigenlosungen. Hier fallt auf, dass w nicht direkt proportional zu k£ ist.
Dies lasst sich nur dadurch erklaren, dass die sog. Gruppengeschwindigkeit c¢(w) = g—“,:
abhéngig von der Frequenz ist. Es liegt also dispersive Wellenausbreitung vor. Allerdings
ist in der Regel u sehr klein, wodurch der dispersive Anteil vernachléssighar wird:

2
s} =w =/Bk? — %62 ~ /K2 = cok

Somit ist in der Praxis die Ausbreitungsgeschwindigkeit c(w) = ¢o = ¢ quasi konstant fiir
alle Frequenzen.

Dieser Ausdruck fir s kann nun in die Ansatzfunktion eingesetzt werden, um die Eigenlo-
sung der Differentialgleichung zu erhalten:

) = ploLjw)t+jke beiket+jke _ EEL | oi(wika)

y(x,t =e" erz

Anmerkung: Diese Rechnungen gelten nur fiir kleine Auslenkungen y, wie bereits bei der
Herleitung der Wellengleichung angenommen. Durch Superposition dieser Funktion mit
unterschiedlichen Parametern lassen sich nun Losungen allgemeiner Form bilden. Die

Gesamtheit dieser Losungen ist die allgemeine Losung von Glg. :

y(x,t) = ¢ e flz —ct)+ 2 g(z +ct) (33)

Die allgemeine Losung der verlustbehafteten Wellengleichung entspricht also der d’Alembert’schen
Losung , wobei die beiden Wanderwellen nun exponentiell mit ihrer Ausbreitung
gedampft werden. Ist die Verlust-Konstante p allerdings sehr grof3, so ergibt sich fiir w

ein leicht dispersiver Zusammenhang. Dieser Fall wurde, wie bereits oben erwahnt, bei

der Herleitung ausgeschlossen, da er in der Praxis faktisch nie eintritt.

4.1.2 Frequenzabhingige Verluste

Genauere Modelle berticksichtigen die Frequenzabhéngigkeit der Verluste. Generell nehmen
diese mit der Frequenz zu. Das ist grofiteils den Vorgédngen im Inneren der Saite sowie
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der Tragheit der ankoppelnden Luft verschuldet. Aufgrund der zu hohen Komplexitat
ist es quasi unmoglich, diese Zusammenhédnge analytisch zu beschreiben. Der Ansatz
fir Simulationen lautet daher eher, mit moglichst einfachen Modellen die beobachteten
Geschehnisse moglichst genau nachzubilden. Deswegen haben sich in einem Kompromiss
zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand unterschiedliche Modelle entwickelt. Eines
dieser Modelle ist eine Erweiterung von Glg. um die dritte zeitliche Ableitung der
Losungsfunktion:

T 0?y(x,t) _. 0?y(x,t) M@y(:c,t) +M383y(:c,t)
Ox? ot? ot ot?

Geht man mit dieser Gleichung einen analogen Rechenweg wie mit Glg. im vorigen
Abschnitt, erhalt man zusétzlich zum frequenzunabhdngigen Dampfungsterm exp(—5%)
einen frequenzabhingigen Term, welcher proportional zu w? ist. Die Dampfung ist nun also
asymtotisch proportional zu w?. Dies ist bereits eine gute Approximation zu dem realen
Dampfungsverhalten einer Klaviersaite, und wird z.B. im Klaviermodell von Chaigne und
Askenfelt [5] verwendet. Die Simulation dieser Gleichung hat allerdings gezeigt, dass sie
aufgrund der digitalen Implementierung bei hohen Frequenzen u.U. instabil wird. Aus
diesem Grund verwendet man ein dhnliches Modell, welches nahezu selbe Ergebnisse
liefert, und auflerdem bei Simulationen immer stabil bleibt:

Py(x,t) _ Pyla,t) | Oyla,t) | Py(a,t)
oz or Mo T Tonm
Aufgrund des in Abschnitt gezeigten Zusammenhanges zwischen z und t liefern
Ableitungen nach x und nach t sehr dhnliche Ergebnisse. Aus diesem Grund ist das durch

diese Gleichung erzeugte Dampfungsverhalten nahezu ident zu Glg. .
Zur Losung von Glg. wéhlt man erneut den Exponentialansatz (31]). Das daraus
resultierende charakteristische Polynom lautet

s% + <“—'u2k2>s+08:0.
€

(34)

T

(35)

€

Daraus ergeben sich folgende Eigenwerte sy o:

2
2 M2, 9 2 M2 9
=——+ k% — — Zk? ) — cEk2
51,2 2¢ + 2¢ $ (26 2¢ ) 0

Wie schon im verlustlosen Fall ist die Diskriminante fir den realistischen Wertebereich
fir p, e, € negativ, wodurch wieder s = o + jw geschrieben werden kann:

2
S{s} =w(k) = \chkz - (56 - 'l;i/@) ~ /K% = cok



Im Dampfungsterm gibt es nun zusdtzlich zum frequenzunabhangigen Anteil —£-, der
im Vergleich zu Glg. (32)) unverindert ist, eine zu w? proportionale Komponente. Mit
dieser kann nun die zuséatzliche Dampfung zu hohen Frequenzen hin eingestellt werden.
Ein Beispiel mit typischen Parameter-Werten ist in Abb. [13] dargestellt. Der Imaginérteil
der Eigenwerte zeigt wieder leicht dispersives Verhalten. Doch auch hier ist der Klam-
merausdruck in der Regel sehr klein, wodurch dessen Vernachlédssigung zuléssig ist und
somit nicht-dispersive Verhéltnisse angenommen werden kénnen (¢ = ¢p). Analog zum
frequenzunabhéngigen Fall kann nun mit den Eigenwerten im ersten Schritt die Figen-
l6sung gebildet werden, welche durch beliebige Superposition schliefSlich die allgemeine
Losung ergibt:

_KH H2,0 _ M B2
y(ot) = B ey ) g ) =
(—L-i- 2 wz)x (L— 12 w2)$
— e\ 2’ 2ec? f(ZL' _ Ct) 4 e\2ec 2ec3 g(l’ + Ct) (36)

Der Déampfungsterm in Glg. kann auch als Filter mittels einer Funktion der Frequenz
dargestellt werden. Dafiir wird dieser Term zunéchst Laplace-transformiert. Liegt fiir
bestimmte Werte von p, ps, €, T die imaginire Achse im Konvergenzbereich des Laplace-
Integrals, so ist der Frequenzgang dieses Filters durch Ersetzen von s = jw gegeben.
Qualitativ sieht der Filter wie folgt aus:

K(jw) = ko + kaw?. (37)

10t

i3 x 107 !

Abbildung 13: Das durch Glg. erzeugte frequenzabhéngige Abklingverhal-
ten der Saite, fir £ = 4,870-10° und 42 = —7,665-107°. links: Die Nachhallzeit
Tso in Sekunden in Abhéangigkeit von der Frequenz. Bei 100 Hz ist Tgg = 5, und
bei 2000 Hz ist Tgg = 3. rechts: Ein Spektrogramm fiir die gleichen Parameter
wie links, mit ¢ = 800 m/s @

27



4.1.3 Realisierung
4.1.3.1 Frequenzunabhingige Verluste

Ein exponentieller Abfall bzw. Anstieg der Einhiillenden entspricht einem wiederholten
Multiplizierens der Wellenform mit einem konstanten Faktor. Im hier zutreffenden Fall
von abklingenden Schwingungen muss dieser Faktor k kleiner 1 sein, was im néchsten
Schritt auch bewiesen wird. Fiir einen quantitativen Zusammenhang wird Glg. wie
schon im verlustlosen Fall (siche Abschnitt abgetastet.

HEm fim
y(x,t) = y(Tm, t;) & -5 @y —ct;) + € 2cc g(xy, +ct;) =

(e—%)mf[m — i)+ (e‘%)_m g[m + ]

= y[m,i] = k" flm —i] + k" "g[m + 1]

Ein Sample am Ort m ist also m-mal mit dem Faktor k zu multiplizieren. Dies kann
bewerkstelligt werden, in dem nach jeder Speicherzelle eine Multiplikation mit k& durchge-
fihrt wird:

7 1 Z-I-q—{':]—...

Abbildung 14: DWG mit frequenzunabhdngigen Verlusten und zwei Abgriffs-
punkten an den Orten 0 und 2. [16]

Diese Implementierung ist allerdings sehr ineffizient: Hier kann kein Schieberegister
verwendet werden, da jedes Sample mit k& multipliziert werden muss, bevor es an die
nichste Speicherzelle weitergereicht werden kann. Um aber ein direktes Ubergeben von
Samples zu ermoglichen bzw. den Ressourcenaufwand eines DWG erheblich zu senken,
konnen dessen Eigenschaften als LZI-System ausgenutzt werden: Da sowohl Verzoge-
rungsglieder als auch Multiplikatoren linear und zeitinvariant sind, kénnen sie in ihrer
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Anordnung im DWG vertauscht bzw. kommutiert werden. Damit ist es moglich, N sukzes-
sive Multiplikationen mit k zu einer einzigen Multiplikation mit &V zusammenzufassen.
Um diese Zusammenfassung durchfithren zu konnen, muss allerdings bekannt sein, wo die
Abgriffspunkte im DWG liegen; an deren Ortskoordinaten m; muss das Signal nach wie
vor my-mal mit k multipliziert sein. Aufler an den interessierenden Punkten m; ist der
DWG nun also keine exakte (bandbegrenzte) Représentation eines Wellenleiters mehr.

2

Yy [n] k

E-I [ Z-I Z-I —[:::r—h- P

z-l_‘—z-l Z-I“_ﬂ—"'
K k

Abbildung 15: Der DWG aus Abb. mit konzentrierten Multiplikatoren.
AufBer an den Koordinaten der Abgriffspunkte stimmen die gespeicherten Werte

nicht mehr mit denen des zu modellierenden Wellenleiters tiberein. [16]

4.1.3.2 Frequenzabhingige Verluste

Frequenzabhangige Verluste konnen in Analogie zum frequenzunabhéngigen Fall realisiert
werden. Dafiir ist lediglich eine Verallgemeinerung k — K (¢®) notwendig. Die Abtastung
der allgemeinen Losung verlauft analog zum frequenzunabhéngigen Fall. Das zu imple-
mentierende zeitdiskrete Dampfungsfilter K (e/®) wird dem zeitkontinuierlichen Pendant
K (jw) (siehe Glg. (37))) unter bestimmten Gesichtspunkten angenéhert, wie im Folgenden
noch genauer erklirt wird. Bei K (e/®) handelt es sich um ein Filter mit Tiefpass-artigen
Eigenschaften. Anstelle der Multiplizierer sind nun Filter zwischen die Speicherzellen
geschalten, sieche Abb. . Der passende Filter K (e/®) wird durch Approximation des
Amplitudenganges | K (jw)| entworfen. Dabei muss beachtet werden, dass |K(e/©)] < 1
ist, da sonst der DWG u.U. instabil wird. Bisher wurde auflerdem der Phasengang der
Filter nicht beriicksichtigt. In den bisherigen Uberlegungen wurden die Filter als null-
phasig angenommen, was nattirlich aufgrund der Echtzeitanwendung nicht umsetzbar
ist. Die Realisierung der Filter sollte allerdings linearphasig sein bzw. eine konstante
Gruppenlaufzeit haben, um die grundsatzliche Signalform nicht zu verfalschen. Die Kon-
sequenz einer nicht-konstanten Gruppenlaufzeit wére eine Realisierung von dispersiver
Wellenausbreitung. Dieser Effekt wird in Abschnitt bewusst ausgenutzt. Aus diesem
Grund verwendet man hier FIR- bzw. quasi-linearphasige I1R-Filter.
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z7l e Ko 271 e K(oo)—a{ 771 [ K(9) e o o &

yl0, 4] yl2.1]

7 e K (oo) [ 271 EC() 7l ] K (o) e o e s

Abbildung 16: DWG mit frequenzabhéngigen Verlusten. Die Art der Dampfung
wird vom Amplitudengang der Filter K (e’®) bestimmt. [16]

Diese Filter sind LZI-Systeme, wodurch sie ebenfalls auf einzelne Punkte im DWG kon-
zentriert werden kénnen. Somit hat das konzentrierte Filter einen Frequenzgang K™V (e7®)
mit NV als Linge des DWG.

Yy [n]
. z 1 w7 1 e () 27! e K () o e s

27l e 771 K 27l e Ko | - -

Abbildung 17: DWG aus Abb. mit konzentrierten Filtern K?(e’®) zur
Minimierung des Rechenaufwandes. [16]

Die Gruppenlaufzeit der Filter muss kompensiert werden, um die Periodendauer des
DWG nicht zu verlangern bzw. die damit generierte Frequenz zu erniedrigen. Dies wird
bewerkstelligt, indem man jene Anzahl von Verzogerungsgliedern aus der Schleife entfernt,
welche der Gruppenlaufzeit der Filter in Samples entspricht.
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4.2 Dispersion

Bei der verlustlosen schwingenden Saite wurden bisher nur Krafte beriicksichtigt, welche
eine Konsequenz der Saitenspannung 7" sind, siche Abb.[I] Wenn man allerdings eine Saite
verbiegt, so wird diese nach dem Loslassen wieder in ihre gerade Form zuriickspringen.
Eine Saite ist also biegesteif. Die Biegesteifigkeit ist eine Quelle weiterer Krafte, welche
die Schwingung der Saite maflgeblich beeinflusst. Stark vereinfacht kann der Effekt
der Biegesteifigkeit auf den Durchmesser der Saite zuriickgefiihrt werden [15): Man
betrachtet ein Biindel von Saiten infinitesimalen Durchmessers, welches eine Saite mit
einem bestimmten Durchmesser bildet. Verbiegt man nun dieses Biindel, werden einzelne
Strange gedehnt, und andere gestaucht. Die Konsequenz sind riicktreibende Krafte entlang
der Biegung. Eine biegesteife Saite ist dispersiv, was in den folgenden Rechenschritten
demonstriert wird.

Die Wellengleichung einer biegesteifen Saite lautet approximiert:

Py(x,t) Py(x,t)  Iy(x,t)
ot? =1 ox? R ox? (38)

Dabei ist x das Produkt des Young Modulus und des Flachentrdagheitsmoments, welches
u.a. in der Festigkeitslehre eine entscheidende Rolle spielt. Als Losungsansatz arbeiten
wir mit allgemein komplexen harmonischen Wellen:

yh(l‘7 t) = GSH_jkI

Durch Einsetzen des Ansatzes vereinfacht sich Glg. Zu:
es? = T(jk)* — k(jk)* = —=Tk?* — xk*.

Fiir sehr niedrige Frequenzen ist auch die Wellenzahl k klein; in diesem Fall ist £* im
Vergleich zu k? vernachlissigbar, und es gilt niherungsweise:

— (39)

s~ —Tk?> =k =+ —.
jyE JCo

Mit s = jw gilt schlussendlich

=+ (40)
Co

Bei tiefen Frequenzen verhélt sich die biegesteife Saite wie die ideale. Durch Vernachlés-
sigung des Termes xkk* wird Glg. némlich wieder zur idealen Wellengleichung ().
Dass die ideale Saite nicht dispersiv ist, zeigt Glg. , da k direkt proportional zu w ist.
Fiir hohe Frequenzen ist k* viel groBer als k2, wodurch fiir Glg. naherungsweise gilt:

2 4 € .
~—kk*=k=1Y—\/£
€S K ,/K\/ YE

31



ng) k= j:{‘/?\/:Fw
K

Das obige Ergebnis beweist, dass bei hohen Frequenzen die Ausbreitungsgeschwindigkeit
abhdngig von der Frequenz ist. Weiter verdeutlicht wird dies durch folgende Umformung:

kzw:iC/?\/ﬁ
K

c(w)
tw /K

= c(w) = NP (41)
Zu hohen Frequenzen steigt c(w) also an. Wellen auf einer biegesteifen Saite sind also
dispersiv. Glg. hingegen zeigt nach selbiger Umformung, dass ¢ unabhéangig von w
ist, was nicht-dispersiver Wellenausbreitung entspricht. Untersucht man das Verhalten
von Wellen in einem vibrierenden Stab oder Barren, erhélt man das selbe Ergebnis wie
Glg. . In jenem Fall ist Wellenausbreitung iiberhaupt erst durch Elastizitat moglich,
welche die fiir Dispersion verantwortlichen riicktreibenden Kréfte zwangslaufig mit sich
bringt.
Fiir eine allgemeine Frequenz bzw. fiir Frequenzen um k£ = 1, wo keiner der beiden Terme
vernachldssigbar ist, ergibt sich fiir ¢(w) folgender Zusammenhang [16]:

c(w) = ¢ (1 + ;;C%) (42)

Dabei ist ¢y wieder die Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir die nicht-biegesteife Saite, also

\/é . Der Graph zu Glg. ist in Abb. |18 gezeichnet.

Die Konsequenz von Dispersion fiir den Klang ist die Zerstdrung der Harmonizitdat der

1030 T T T T
c(w)
1020 - A
1010 - /
1000 [rm———— L L e b e e
1 1 1 1
9900 0.5 1 | 3] 2

Abbildung 18: Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢(w) in Abhédngigkeit von der
Frequenz f mit ¢co = 1000 2 und £ = 1. Die strichlierte Linie beschreibt ¢ = ¢
fiir eine Saite ohne Biegesteifigkeit. |6]

Teiltone. Die Frequenz der n-ten Mode ist gegeben durch Glg. . Nimmt nun allerdings
c(w) frequenzabhéngig zu, so steigt auch f,,. Das Resultat ist, dass hohe Teiltone etwas

32



tiber den ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz klingen. Somit ist kein exakt harmo-
nisches Teiltonspektrum mehr gegeben. Im Umkehrschluss bedeutet dies allerdings, dass
das zum Spektrum gehorige Zeitsignal gar nicht mehr periodisch ist. Dies ist plausibel,
da die Gestalt der Auslenkung der Saite sich niemals wiederholt. Beispielsweise ist im
nicht-dispersiven Fall ein Rechteck-formiger Anfangszustand zu den Zeitpunkten n7T" in
exakt gleicher Form als Auslenkung wiederzufinden (siehe Abb. @ Im dispersiven Fall
hingegen tritt die selbe Gestalt nie mehr wieder auf, denn der Anfangszustand ,zerfliefit“
bzw. dispergiert mit der Zeit. Speziell bei steilen Flanken ist dieser Effekt gut beobachtbar,
da zur Bildung dieser viele hochfrequente Anteile in exakter Zusammensetzung notwendig
sind. Aus Sicht der Mathematik ist das Zeitsignal nun also nur mehr quasi-periodisch,
welches allerdings aufgrund psychoakustischer Effekte nach wie vor als Klang wahrgenom-
men wird. Dispersive Saiten sind der Grund, warum Saiteninstrumente, insbesondere das
Klavier, beim Stimmen ,,gestreckt” werden. Dort werden die zu stimmenden Oktaven
gespreizt, also etwas grofler als das ideale Frequenzverhaltnis von 1:2 gestimmt. Dadurch
werden storende Dissonanzen von ideal gestimmten Oktaven (also im Frequenzverhéaltnis
1:2) mit iiberhohten Obertonen, welche durch Dispersion entstehen, vermieden.

4.2.1 Realisierung

Unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten kénnen mit unterschiedlichen Laufzeiten
in den Verzogerungsgliedern realisiert werden. Anstatt Speicher zu verwenden, welche
Samples fiir einen Taktzyklus T' = % Sekunden zwischenspeichern, sollen Verzogerungs-
glieder das Signal frequenzabhdngig um C(Cg) Taktzyklen verzogern. Dies ist eine rein
theoretische Uberlegung, da natiirlich nur Zeiten cffj realisiert werden konnen, welche
ganzzahlige Vielfache der Sampling-Periode T sind. Durch weiter unten erklarte Mo-
difizierungen kann dieses Konzept dennoch angewandt werden. Das eben beschriebene
Verhalten kann mit Allpdssen erreicht werden. Deren entscheidende Grofe ist dabei die

sog. Phasenverzigerung in Sekunden, welche wie folgt definiert ist:

_arg{H(jw)}

Pw) = (43)

Hier ist H(jw) der Frequenzgang eines allgemeinen zeitkontinuierlichen Systems. Die
Phasenverzogerung der Allpdsse muss so dimensioniert werden, das gilt:

(44)

Dabei ist ¢(w) durch Glg. gegeben. Diese Allpasse werden nun an die Stellen der
Speicherelemente in Abb. 11| (c) bzw. Abb. [12] gesetzt, wodurch sich folgende Struktur
ergibt:
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y*(n] y*n—1] ytn—2] y*[n — 3]

Ha(z) - Ha(z) - Ha(z)
y(nT,0) y(nT, 3c(w)T)
Yy~ [n] y [n+1] y [n+2] y [n+3
Ha(z) - Ha(z) I JE— Ha(z)
(x =0) (x = c(w)T) (x = 2¢(w)T) (z = 3c(w)T)

Abbildung 19: Strukturbild zur Simulation einer biegesteifen Saite. Die Spei-
cherzellen wurden durch Allpésse ersetzt. [16]

Allpésse sind lineare und zeitinvariante Systeme, weswegen sie in der Reihenfolge
ihrer Anwendung vertauscht bzw. vereint werden kénnen. Sind die Abgriffspunkte am
DWG bekannt und festgelegt, was im Fall von Saiten immer zutrifft, konnen alle Allpésse
H,(z) zu zwei Allpdssen Hy(z) = HY(z) zusammengefasst werden, wobei der DWG
N Samples lang ist. Dies reduziert einerseits die Anzahl der zu implementierenden
Allpasse um 2N, andererseits ist nun das vorhin erwahnte Problem, dass lediglich diskrete
Verzogerungszeiten realisiert werden konnen, praktisch umgangen. Die Anwendung dieser
Umformung auf Abb. sieht wie folgt aus: Um DWGs iiber Waveguide-Junctions

y~[n] ) y'[n—3
27l 2t (2)
y(nT,0) y(nT, 3c(w)T)
y~ [n] ) y [n+3]
zH:a{z} - z"! .
(x =0) (x = 3c(w)T)

Abbildung 20: Strukturbild mit zusammengefassten Allpdssen zur Reduktion
des Rechenaufwandes und Erhéhung der erreichbaren Genauigkeit. |16]

aneinander koppeln zu kénnen, wird pro Richtung eine Speicherzelle benétigt. Diese
wurden aus der Ubertragungsfunktion der Allpdsse herausgehoben, wie in Abb.
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dargestellt. Das resultierende Filter kann nun mittels Annédherung der gewtinschten
Phasenverzogerung entworfen werden.

4.3 Verbindung von Wellenleitern

Eine schwingende Saite allein erzeugt keinen wahrnehmbaren Schall. Im Fall eines Klaviers
entsteht dieser erst durch Kopplung mit dem Korpus, welcher mit seinen Charakteristika
die angrenzende Luft in Schwingung versetzt. Nur diese Luftdruckschwankungen sind ein
horbarer Klang fiir uns. Im Prinzip handelt es sich hier um eine Verkettung bzw. noch
allgemeiner formuliert eine Vernetzung verschiedener Wellenleiter, welche mit DWGs
mehr oder weniger detailgetreu simuliert werden kann. Ein weiteres, konkreteres Beispiel
hierfiir ist die Interaktion eines Saiten-Doppels oder Saiten-Tripels fiir die Erzeugung
eines Klanges beim Klavier: Hier werden aneinander gekoppelte Saiten ganz leicht ge-
geneinander verstimmt; Das Resultat ist ein aulergewohnlicher, jedoch fiir das Klavier
unverkennbarer Lautstérkenverlauf im Ausschwingverhalten des Klanges [17]. Abgesehen
von ihrer ortlichen Ausdehnung (z.B. Dimension) werden Wellenleiter durch ihren Wel-
lenwiderstand Z sowie der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢(w) in ihm charakterisiert [4].
Im Fall der verlustlosen schwingenden Saite ist der Wellenwiderstand als
F w (IL‘ ) t)
ZSazte - U(l’,t)

gegeben. Dabei ist Fyy (z, t) die sich auf der Saite ausbreitende Kraftwelle in y-Richtung (F
wie ,Force“; Die Fuinote W wie ,Welle“ soll die Unterscheidung zur Komponente f(z, )
der d’Alembert’schen Loésung verdeutlichen), und v(x,t) die sich auf der Saite ausbrei-
tende Geschwindigkeitswelle in y-Richtung. Der Zusammenhang zur bisher verwendeten
d’Alembert’schen Losung der Auslenkung y(z,t) lautet:

Fy(a,t) =T (dg(:c +ot)  df(a— ct))

dt dt

v(x,t) =

dylat) <dg(ac+ct) df (z —ct)>

ot dt Ot

Die Herleitung von Fyy(x,t) kann in [16] nachgelesen werden, die Bildung der Ableitung
% folgt Glg. . Aus den obigen Beziehungen kann man erkennen, dass

T
Zsqite = — = VTe = ec
C

ist. Mit dem nun bekannten Wert fiir Zg,:. weill man, wie eine Saite z.B. an den
Resonanzkorper koppelt. Es ist sinnvoll, anstatt der Auslenkung y(x,t) die Kraft Fy (z,t)
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in einem DWG zu simulieren, da Kraft in einer Kopplung von Festkorper mit Luft in
Schalldruck tibersetzt wird, welcher letztlich von uns wahrgenommen wird. Auflerdem
existieren in jeder sog. Domdane (elektrisch, mechanisch sowie akustisch) zu Kraft und
Geschwindigkeit analoge Groflen.

Medium 1 Medium 2

A Zo + 7
Fy,
Fwh Fyy

Abbildung 22: Teilreflexion einer Kraftwelle beim Mediumswechsel, wie er z.B.
bei der Kopplung einer Saite mit dem Korpus auftritt. Die hinlaufende Welle wird
in eine reflektierte und eine transmitierte Welle aufgespalten. |7]

Bei der Aneinanderreihung zweier Wellenleiter entscheiden deren Wellenwiderstande
tiber das Ausmafl von Transmission und Reflexion einer hinlaufenden Welle. Eine daraus
abgeleitete Grofle ist der sog. Reflexionsfaktor p. Fiir eine Potentialgrofle, die im Fall von
mechanischen Systemen Fyy ist, gilt:

FW,T o ZQ - Zl
Fwn Zo+ 74

p= (45)

Eine genauere Aufarbeitung dieser Grundlagen kann u.a. in [7] nachgelesen werden.
Grundsétzlich muss die Summe aller Kréafte immer stetig sein, damit an der Trennflache
keine Kraftdifferenz auftritt. Weiters muss beim hier behandelten verlustlosen Fall die
Leistung konstant bleiben, welche durch Fy, - v gegeben ist. Deswegen gilt:

Fwpn = Fw, + Fw,
Somit konnen Fyy, und Fyy, aus Fyyp, und p bestimmt werden:

Fw, = p Fwp
Fyy = (1+p) Fwa

Diese Gleichungen lassen sich einfach in die zeitdiskrete Domane tiberfithren, wo sie zur
Kopplung von DWGs verwendet werden kénnen:
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Abbildung 23: Signalflussgraph fiir die Realisierung einer Teilreflexion. |16]

Um auch Teilreflexionen von Z, nach Z; simulieren zu kénnen, wird Abb. 23] um seine
gespiegelte Anordnung ergénzt. Bei Vertauschen von Z; und Z5 in Glg. ergibt sich

pz,—z, = —p. In Summe ergibt dies folgenden Signalflussgraphen:
Fwin Fwa, + Fwiy
Delay — Delay
A 1 Z 2
Delay *—® Delay
Fywi, + Fyoy Fwon

Abbildung 24: Eine sog. ,,DWG-Junction“ als Koppelglied zweier DWGs. Zur
vollstandigen Beschreibung einer Teilreflexion bzw. eines Mediumswechsels wird
lediglich der Reflexionsfaktor p bendétigt. (16]

Mit solchen DWG-Junctions lassen sich nun beliebig komplexe Verkniipfungen von
Wellenleitern bauen und simulieren.
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Abbildung 21: DWG-Netzwerke fiir die Simulation unterschiedlicher Instru-
mente bzw. Effekte; Die Koppelglieder sind mit S (fiir ,Scattering®) bezeichnet,
sog. ,,DWG-Junctions®, welche der Modellierung von Mediumswechsel dienen.
(a): Schwingende Saite (ohne zugehdrigen Resonanzkorper) mit einem Anregungs-
punkt in der Mitte, zwei Junctions fiir die Stege sowie einem Abgriffspunkt (z.B.
Tonabnehmer einer E-Gitarre); Die bisher behandelten Beispiele hatten im Prin-
zip diese Struktur. (b): Holzblasinstrument mit Koppelgliedern zum Generator
(Mundstiick), Schallbecher und Griffiéchern; (c): Menschlicher Vokaltrakt mit
Junctions zwischen Teilstiicken der Luftrohre unterschiedlichen Durchmessers
(und daher unterschiedlichen Wellenwiderstandes); (d): zufélliges DWG-Netz,
welches sich zur Synthese von Nachhall-Effekten eignet; (e): Zweidimensionaler
DWG zur Simulation von Wellenausbreitung in Platten und Membranen @
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5 Abschluss

5.1 Zusammenfassung

Diese Bachelorarbeit beschreibt die grundlegenden Konzepte von Klangsynthese mittels
Digital Waveguides, welche zur Kategorie des Physical Modelling zéhlen. Die Uberle-
gungen beziehen sich auf das Beispiel der schwingenden Saite, welche ein Medium fiir
Wellenausbreitung ist. Begonnen wurde mit der Herleitung der Wellengleichung, aus
welcher auch die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen hervorging. Diese ist eine der
charakterisierenden Groflien von Wellenleitern. Im Anschluss wurde die allgemeine, ge-
nannt d’Alembert’sche Losung gefunden und interpretiert. Hier stand der Begriff der
,Wanderwelle“ im Zentrum, auf welchem auch das Konzept der DWG beruht. Danach
wurde in einem kleinen Exkurs zur Wellengleichung deren Allseitigkeit betont, da sie
in unterschiedlichsten Umgebungen in unterschiedlichsten Formen und Dimensionen
anzutreffen ist. Um sie eindeutig 16sen, und somit konkrete physikalische Geschehnisse
modellieren zu kénnen, wurden Anfangszustinde eingefithrt. Die gefundenen Beziehungen
zwischen Anfangszustand und Wanderwelle wurden auch in spateren Uberlegungen zur
digitalen Realisierung benétigt. Mit Randbedingungen wurde eine Saite endlicher Lénge
erwirkt, die nun ein periodisches Verhalten aufwies. Durch eine Fourier-Reihenentwicklung
der Losungsfunktion konnte dieser Klanges auch analysiert werden. Abschnitt [3| handelt
von DWG als Simulation der im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Effekte. Durch
Abtastung ist eine bandbegrenzt exakte Représentation von Wellenleitern moglich, wobei
lediglich Schieberegister und simple Rechenoperationen benotigt werden. Anfangswerte
werden in vollstdndiger Analogie zum physikalisch realen Pendant eingebracht. Eine ring-
formige Struktur, bestehend aus zwei Schieberegistern, bewirkt das periodische Verhalten,
wobei Reflexionen im Fall von Saiten mit einer zuséatzlichen Vorzeichenumkehr bewerk-
stelligt werden. Das Modell wurde schlussendlich um Verluste sowie Dispersion erweitert.
Da eine exakte physikalische Beschreibung fiir unsere Zwecke nicht notwendig ist, wurden
stattdessen aus Beobachtungen moglichst simple mathematische Muster abgeleitet, welche
als zusatzliche Terme an die bereits bekannte Wellengleichung angehangt wurden. Deren
Analyse bewies die von uns geforderten Eigenschaften, also konnten Verluste sowie Di-
spersion durch passende Konversion ins das Grundmodell der DWG eingebunden werden.
Durch das Zusammenfassen von Multiplizierern, linearphasigen Filtern und Allpassen
konnte der Rechenaufwand erheblich gesenkt werden. Dabei entfernten wir uns allerdings
von einer exakten Repriasentation eines Wellenleiters hin zu einer praktischen Syntheseme-
thode. Zum Abschluss wurde auf die Verbindung von Wellenleitern eingegangen. Neben
der Auslenkung existieren noch andere physikalisch relevante Wellenvariablen, wie z.B.
die Kraft oder Geschwindigkeit. Der Wellenwiderstand beschreibt deren Zusammenhang
und macht somit Wellenleiter miteinander ,vergleichbar”; somit ist sie neben der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit die zweite charakterisierende Grofe eines Wellenleiters. Uber den
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daraus abgeleiteten Reflexionsfaktor kann eine sog. DWG-Junction konstruiert werden,
welche nun als Koppelglied zwischen zwei DWGs zur Verfiigung steht.

5.2 Diskussion und Ausblick

Die grofite Herausforderung beim Verfassen dieser Arbeit bestand fiir mich in der Auswahl
des relevanten Stoffes. Die Physik der schwingenden Saite ist ein sehr grundlegendes
und daher sehr gut dokumentiertes Kapitel der Physik. Es ist also sehr verleitend, mit
aller Ausfithrlichkeit in dieses Thema einzutauchen. Wie der Name der Arbeit allerdings
schon sagt, ist dessen Fokus ein Verfahren der Klangsynthese. Da dieses wiederum auf der
Modellierung physikalischer Geschehnisse basiert, gilt es fiir den Inhalt der Arbeit ein ge-
wisses Gleichgewicht zwischen physikalische Grundlagen und Methodik der Klangsynthese
zu finden. Zudem soll die Arbeit inhaltlich moglichst geschlossen sein, also den gesamten
,Weg®“ von der Physik bis hin zur fertigen Schaltung gehen und abdecken. In der ersten
Version meiner Arbeit wollte ich beispielsweise die Wellengleichung als gegeben annehmen,
ohne eine Herleitung zu nennen. Ich versuchte weiters, einen DWG in MATLAB zu
entwerfen, bevor ich mich iiberhaupt mit der zugrundeliegenden Physik auseinandersetzt
habe; Dies verursachte lediglich viel Frust und bewies mir, dass die Kenntnis dieser
Physik absolut unumgénglich ist. Trotzdem ist letzten Endes die richtige Gewichtung der
Kapitel nur teilweise gegliickt, denn urspriinglich sollten alle in der Arbeit behandelten
Effekte durch ein begleitendes MATLAB-Skript demonstriert werden. Der im Anhang
eingefiigte MATLAB-Code umfasst lediglich das Grundmodell, also Abschnitt [2| und
Abschnitt [3] Dann wiirde sich auch zeigen, wie gute Klangresultate mit dem Wissen dieser
Arbeit erzeugt werden konnen, z.B. mit einem moglichst vollstandigen Klaviermodell.
Ohne diesem Ergebnis fehlt leider die Kernaussage tiber diese Methode, nadmlich deren
Klangqualitat. Jedoch sind andere Beispiele in der Literatur (siehe z.B. [14] oder |13])
erfolgreiche Anwendungen dieses Konzepts, die vermischt mit anderen Methoden Ergeb-
nisse hochster Klangqualitat erzeugen. Dieser Punkt wére also noch offen. Weiters ware

es interessant, das Skript auf eine Form zu erweitern, in der DWG-Netzwerke auf intui-
tive Art und Weise mit Blécken dahnlich SIMULINK gebaut werden kénnen, siche Abb. 21]
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Anhang A: Codebeispiel

Der folgende Code wurde fiir die Software MATLAB entwickelt, und stellt das Grundmo-
dell eines DWG dar, wie es in Abschnitt [3| beschrieben wurde. Der Verstandlichkeit wurde
gegeniiber Effizienz Vorrang gegeben: Beispielsweise wird fiir die beiden Wanderwellen
jeweils eine eigene Delayline verwendet (anstatt sich eine zu teilen), um diese ggf. getrennt
beobachten zu konnen. Um die Simulation zeitlich zu begrenzen, ist der Waveguide fre-
quenzunabhangig verlustbehaftet. Die Verluste wurden auf die Orte der Stege konzentriert,
und koénnen, falls notwendig, getrennt eingestellt werden. Im Beispiel wurden ,,closed end
boundary conditions® realisiert, da die Faktoren < 0 sind. Als Parameter fir den DWG
dienen die physikalischen Parameter Lange (in m) sowie Ausbreitungsgeschwindigkeit
(in 7). Die hier gewdhlten Anfangswerte y(0,z) = 0 bzw. % # 0 entsprechen einer
angeschlagenen Saite. Alle Rechenschritte im Code sind in Form von Kommentaren
begriindet.
%% Eingabeparameter
%$Allgemeine Parameter

$fs... Samplingfrequenz [Hz]

fs = 44100;

%$lenop = length of output [s]
lenop = 3;

$Hilfsparamter: wenn TRUE: es werden Diagramme erstellt, sonst

nicht
$prdia = print diagrams
prdia = 1;

%$Zur Analyse: Verhalten der Saite lber der Zeit aufzeichnen

$lenstran = string analysis length [samples]
lenstran = 100;

$Parameter des DWG

%lenwgm = length of waveguide in meters

lenwgm = 1;

%c... Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen im Waveguide [m/s]
c = 1000;

$Verstarkungsfaktor der Reflektion am "rechten" Ende des

Waveguides
$rgr = Reflection Gain right
rgr = —0.999;
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$Verstarkungsfaktor der Reflektion am "linken" Ende des Waveguides

$rgl = Reflection Gain left
rgl = —0.999;

$Position des Abgriffspunktes im DWG, Entfernung vom "linken"
Ende des Waveguides [m]
$pkpm = "Pickup [m]"
pkpm = 0.25;
% Umrechnung der Langenangaben in Ortliche Samples
Erinnerung: Lange der Saite entspricht der Lange des Waveguides

[}
°
%

%$lenwgs = length of wave guide in samples
lenwgs = ceil (fs * lenwgm / c);
$pkps = "Pickup [samples]”

pkps = ceil(fs * pkpm / c);

%% Berechnung der Lange des Outputsignals in Samples

lenops = length of output in samples
lenops = lenop * fs;
%Soutput... ausgegebenes Signal
output = zeros(l,lenops); %$Initialisierung des Outputs

% Angabe der Anfangszustande
y0... Auslenkung der Saite zum Zeitpunkt t = 0 [m]
$hier nur Angabe des Tradgers notig: wird automatisch mit Nullen
auf die Lange des Waveguides ergdnzt

o° oo

y0 = [zeros(l,7), hamming(9)'];
$Ergdnzung des Trdgers von y0 mit Nullen auf die Lange des
Waveguides:
y0 = [y0, zeros(l,lenwgs—length(y0))];
%$s0... Geschwindigkeit der Saite zum Zeitpunkt t = 0 [m/s]

$hier nur Angabe des Trdgers notig: wird automatisch mit Nullen
auf die Lange des Waveguides ergdnzt

sO0 = 0;

$Ergdnzung des Tragers von s0 mit Nullen auf die Lange des
Waveguides:

sO0 = [s0, zeros(l,lenwgs—length(s0))];

%% Berechnung der Wanderwellen yr und yl aus den gegebenen
Anfangszustanden (laut d'Alembert'schen Lsg)
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%$Integration von sO
%$s0i = s0 integrated
s0i = zeros(l,lenwgs + 1); %Eine zusdtzliche Null VORNE
angehdngt, um Zugriff der DGL auf negative Indizes zu vermeiden

%$Schleife filir Integration

for 1 = 1l:lenwgs
s01(i+1) = s0(i) + s0i(di);
end

$Entfernen der bei s0i zusatzlich vorne angehangten Null
s0i = s0i (2:end);

%$Berechnung von yl
%yl = nach links laufende Wanderwelle

yl = 0.5 * (y0O + (1/c) = s0i);

%$Berechnung von yr

%yr = nach rechts laufende Wanderwelle
yr = 0.5 * (y0O — (1/c) = s01i);

$Initialisierung der Delay—Lines filir die beiden Wanderwellen: fir
beide Wanderwellen wird JEWEILS eine Delay—Line verwendet.
Dadurch koénnen die Teilwellen auch separat im Ergebnis
betrachtet werden, was flir Analyse/Debugging niitzlich ist.

$yll... yl wenn gerade nach links laufend
yll = yl; %da yl anfangs nach links lauft

$ylr... yl wenn gerade nach rechts laufend
ylr = zeros (1, lenwgs);
syrl... yr wenn gerade nach links laufend
yrl = zeros(l,lenwgs);
syrr... yr wenn gerade nach rechts laufend

yrr = yr; %da yr anfangs nach rechts lauft

%% Initialisierung der Aufzeichnung der Welle bzw. Wanderwellen fir

Analysezwecke
$stran = string analysis
stran = zeros(lenwgs, lenstran);
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$ylan = yl analysis

ylan = zeros (lenwgs, lenstran);
$yran = yr analysis
yran = zeros (lenwgs, lenstran);

Saite schwingt

for n = 1l:1lenops

$Summation der einzelnen Delay—Lines zur Bestimmung beider
Wanderwellen bzw. der gesamten Welle
%$Vollstandige Wanderwelle yl
yl = yll + ylr;

%$Vollstandige Wanderwelle yr
yr = yrl + yrr;

%$Berechnung der momentanen Auslenkung der Saite = gesamte Welle
zum jetzigen Zeitpunkt

%$str = string

str = yr + yl;

$Abzweigungen flir Ausgaben
$Abgriffspunkt fir Audio: an der Position des "Pickups"

output (n) = str (pkps);

%$Bedingung flir Aufzeichnung der momentanen Form der Welle bzw.

Wanderwelle

if n <= lenstran
stran(l:lenwgs,n) = str;
ylan(l:lenwgs,n) = yl;

yran(l:lenwgs,n) vIr;

end

$Weiterschieben der Wanderwellen
%$Reflektion von yl an "linkem" Ende des Waveguides
3rsyll = reflected sample yl left
rsyll = yl11(1l) * rgl;

$Reflektion von yl am "rechtem" Ende des Waveguides
$rsylr = reflected sample yl right

rsylr = ylr(lenwgs) x rgr;

%$Reflektion von yr am "linken" Ende des Waveguides
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srsyrl = reflected sample yr left
rsyrl = yrl(l) x rgl;

$Reflektion von yr am "rechtem" Ende des Waveguides

$rsyrr = reflected sample yr right
rsyrr = yrr(lenwgs) x rgr;

%$Weiterschieben aller Samples
SWaveguide fir yl
yll = [yll(2:1lenwgs) rsylrl];
ylr = [rsyll ylr(l: (lenwgs — 1))];

$Waveguide flir yr
yrl = [yrl(2:1lenwgs) rsyrrl];
[rsyrl yrr(l: (lenwgs — 1))];

yrr
end

%% Ausgaben
sound (output, £s) ;
mp3write (output, £s,16, 'DWG.mp3"', '—quiet —h —b 160");

if true(prdia) == 1; %Plotten von Diagrammen ein/aus
$ANALYSEN DES OUTPUTS
fig = figure; %$fig = "figure"; Ermdglicht Zugriff auf

properties von figures
$Anpassen der FenstergroBe der Figure: soll in der Vertikalen
halb so hoch sein als die StandardgroBe
sz = get (fig, 'Position'); %sz = "size"... GroRe der figure
set (fig, 'Position', [sz (1) sz (2) sz (3) sz (4)/2]);
spect_mod (fft (output), fs, 'a’);

$Ermittlung des Peak—Wertes des Outputs in dB (in Bezug auf
Wert 1):

peak = 20 x loglO (max (abs (output)));

fprintf ('Peak =%6.2f dB \n',peak);

$PLOTS DER ANFANGSWERTE

fig = figure; S%Erklarung: siehe oben
sz = get (fig, 'Position'");
set (fig, '"Position', [sz (1) sz (2) sz (3)*x0.6 sz (4)*0.5]);
stem(y0);

title('Auslenkung zum Zeitpunkt t = 0");
xlabel ('Ort auf Saite [Samples]');
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ylabel ("Auslenkung [m]"');

fig = figure; %Erkldrung: siehe oben
sz = get (fig, 'Position');

set (fig, '"Position', [sz (1) sz (2) sz (3)*x0.6 sz (4)*0.5]);
stem(s0) ;

title('Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0');

xlabel ('Ort auf Saite [Samples]');

ylabel ('Geschwindigkeit [m/s]');

$PLOTS DER WELLEN

figure;
surf (ylan);
title('Wanderwelle yl idber der Zeit');
xlabel ('Zeit [Samples]');
ylabel ('Ort auf Saite [Samples]');
zlabel ('Amplitude der Wanderwelle [m]');
view ([—50 70]);
shading interp;
%Zeichnen einer Linie durch den Surface—Plot an dem Ort des
"Pickups", um den aufgezeichneten Anteil hervorzuheben:
hold on;
%$die folgenden 3 Koordinaten der Kurve im 3D missen alle die
gleiche Dimension haben (1 x <lenstran>), damit MATLAB
<lenstran> Punkte im 3D zeichnen kann:

t = l:lenstran;

outputan = ylan(pkps,t); %outputan = "output analysis"

pkpsan = repmat (pkps, 1, lenstran); %pkpsan = "Pickup
analysis"

p3 = plot3(t,pkpsan,outputan) ;
legend (p3, 'Position des Abgriffspunkts', 'Position', [280
234 100 100]); %Anpassung der Position der Legende,
damit einerseits die Grafik nicht zu groBl wird,
andererseits die Legende das Diagramm nicht verdeckt.

figure;
surf (yran) ;

title('Wanderwelle yr idber der Zeit');
xlabel ('Zeit [Samples]');
ylabel ('Ort auf Saite [Samples]');
zlabel ("Amplitude der Wanderwelle [m]');
view ([—50 70]);
shading interp;
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218 $Erkldrung: siehe oben

219 hold on;

220 outputan = yran (pkps,t);

221 p3 = plot3(t,pkpsan,outputan);

222 legend (p3, 'Position des Abgriffspunkts', 'Position', [280

234 100 1007);

223

224 figure;

225 surf (stran);

226 title('Schwingende Saite ilber der Zeit');

227 xlabel ('Zeit [Samples]');

228 ylabel ('Ort auf Saite [Samples]');

229 zlabel ('Amplitude der Schwingung [m]"'");

230 view ([—50 70]);

231 shading interp;

232 $Erkldrung: siehe oben

233 hold on;

234 outputan = stran(pkps,t);

235 p3 = plot3(t,pkpsan,outputan) ;

236 legend (p3, 'Position des Abgriffspunkts', 'Position', [280
234 100 1001);

237 end

Die zu diesen Parametern generierten Grafiken sowie die Audiodatei sind im Anhang
B unter [,Codebeispiel“| verfiigbar.
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Anhang B: Klangbeispiele

Die nachfolgenden Klangbeispiele wurden mit dem MATLAB-Skript im
generiert. Die jeweilige Wahl fiir alle variierten Parameter sowie Anfangswerte sind neben
dem Beispiel aufgefithrt. Nicht explizit genannte Parameter entsprechen Klangbeispiel
|.Codebeispiel“l Alle unter der Uberschrift $A11gemeine Parameter aufgefithrten Werte
bleiben immer gleich und entsprechen[Anhang A Das Spektrum jedes Klanges verdeutlicht
die Zusammenhénge zwischen Anregung und Klangresultat. Bei einigen Beispielen wurde
auflerdem ein 3D-Diagramm hinzugefiigt, welches den schwingenden Waveguide darstellt,
und somit sehr hilfreich fiir das Verstédndnis des gesamten Prozesses ist.

Codebeispiel
Parameter

lenwgm = 0.75

c = 1000
rgr = —0.999
rgl = —0.999

pkpm = 0.55

Anfangswerte

Alslenkung zum Zeitpunkt t =0 Geschwindigkeit zum Zeitpunkit=0

oo o
E 08¢ ,E, 05l
f=] 2]
c 06} =
é E=] 0
T 04} =
[ =
< g2l T T %-05-
0]
[ s (Prmmm -1 L L L L
o] 10 20 a0 40 50 o] 10 20 a0 40 50
Ort auf Saite [Samples) Ort auf Saite [Samples)
Ergebnisse
Codebeispiel

Peak = 0.00 dB
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var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton0'){ocgs[i].state=false;}}
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Amplitude derWandenwelle [m]

Amplitude [dE]

Spektrum des generierten Klanges
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0%

-05
50

Amplitude der Wandenwelle [m]
)

-1
50

Amplitude der Schwingung [m]
]

Wanderwelle yr Ober der Zeit

20

Ort auf Saite [Samples]

— Position des Abgriffspunkts

40

Feit [Samples]

Schwingende Saite Ober der Zeit

20

Ort auf Saite [Samples)

o

50

— Position des Abgriffspunkts
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Zeit [Samples)



Art des Anfangswertes

Diese Beispiele dienen zur Demonstration, wie sich die Form eines Anfangswertes auf
das Klangresultat auswirkt. Miteinander verglichen werden Hamming-Fensterfunktionen
unterschiedlicher Breite, welche sowohl als Anfangsauslenkung als auch als Anfangsge-
schwindigkeit auftreten.

gezupft - schmal

siehe Klangbeispiel |,,Codebeispiel”|

gezupft - breit

Alslenkung zum Zeitpunkt t =0

Geschwindigkeit zum Zeitpunktit =0

1 Ty " 1
OO OO E
E 0gr E, 05t
206} 2
= o [ Ferr e
T 04t £
2 z
< g2l T T % 05t
0]
il i .
0 10 20 20 40 a0 0 10 20 30 40 a0

Ort auf Saite [Samples] Ort auf Saite [Samples)

gezupft - breit

Spektrum des generierten Klanges
100 T T T T

Amplitude [dB]

- | | | ;
0 05 1 15 2

Frequenz [Hz] X 104
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var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton1'){ocgs[i].state=false;}}
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angeschlagen - schmal

Alslenkung zum Zeitpunki t =0 Geschwindigkeit zum Zeitpunktt =0

100

o [0
80}

B0t

40}

L _ el

Auslenkung [m
[an]
Geaschwindigkeit [m/s]

] 10 20 a0 40 50 0 10 20 a0 40
Ort auf Saite [Samples) Ort auf Saite [Samples)

angeschlagen - schmal

Spektrum des generierten Klanges
100 T T T T

Amplitude [dB]

o0 ; ; ; ;
0 05 1 15 2

Frequenz [Hz] X 104
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var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton2'){ocgs[i].state=false;}}
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var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton3'){ocgs[i].state=false;}}
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gezupft und angeschlagen
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Schwingende Saite Ober der Zeit
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Position des Anfangswerts

In dieser Reihe von Beispielen wird die Position des Anfangswertes variiert. Der Anfangs-
wert befindet sich zunédchst 10 cm, dann 25 ¢cm, und zum Schluss 40 cm vom Steg entfernt.
Ein Anfangswert in der rechten Hélfte verursacht den gleichen Klang wie einer iiber die
Mitte nach links gespiegelter, da lediglich die Phase des Outputs invertiert wird. Aus
diesem Grund wird hier die rechte Halfte nicht einbezogen.
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Position des Abgriffspunkts

Im Folgenden wird die Position des Abgriffspunkts schrittweise nach innen verschoben.
Die Abstande sind die Gleichen wie bei der Verschiebung des Anfangswertes, um diese
beiden Parameter bestmoglich vergleichen zu kénnen. Fir iber die Mitte gespiegelte

Abgriffspositionen gilt Gleiches wie fiir Anfangswerte.
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Abgriffspunkt - 40 cm Entfernung
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Open End Boundary Condition

Dieses Beispiel ist eine Simulation einer ,open end boundary condition“ (vgl. Ab-
schnitt . Dies wird erreicht, indem bei einem der Reflexionsfaktoren, z.B. bei rgr =
—0.999 das negative Vorzeichen entfernt wird. Dieser Fall tritt bei einigen Blasinstrumen-
ten ein, wo sie als ,, gedeckte Pfeife” bezeichnet werden. Bei Analyse der Schwingungsmoden
analog zu Abschnitt stellt sich heraus, dass die Grundschwingung im Vergleich zur
vorhin betrachteten ,offenen Pfeife“ bzw. ,.closed end boundary condition“ eine Okta-
ve tiefer klingt. Weiters sind im Spektrum ausschliefllich ungerade Teiltone vorhanden.
AuBer dem oben erwdhnten rgr = 0.999 sind alle Parameter gleich zum Klangbeispiel
[, Codebeispiel ‘|, um Vergleichbarkeit zu gewahren.
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