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Zusammenfassung

Kugelkappenférmige Mikrofonanordnung zur 3-dimensionalen Erfassung
des Schallfeldes. Ziel dieser Arbeit ist es, eine Mikrofonanordnung zur 3-
dimensionalen Erfassung des Schallfeldes zu entwickeln. Die Anordnung ist
grundsatzlich kugelférmig, unterscheidet sich jedoch von den bisher bekann-
ten durch ein besonderes Merkmal: Die Kugel sitzt auf einem Kegel, der von
deren Sidpol aus bis zu einem definierten Polarwinkel das Schallfeld auf der
Kugeloberflache ausblendet. Auf dieser ausgeblendeten Region der Oberfla-
che muss das Schallfeld demnach nicht abgetastet werden - die verbleiben-
de Kugelkappe kann so bei gleichbleibender Anzahl an Mikrofonen besser
abgetastet werden. Was hier so einfach erscheint bringt aber auch gewisse
neue Probleme mit sich. Zum Ersten muss die Wellengleichung unter Be-
ricksichtigung des Kegels als Randbedingung neu geldst werden. Der win-
kelabhéngige Teil der Lésung wird jetzt durch Kugelkappenharmonische be-
schrieben. Diese unterscheiden sich von Kugelharmonischen dadurch, dass
deren Ordnungen nicht mehr ganzzahlig sind. Weiters muss ein geeigneter
Offnungswinkel des Kegels und eine sinnvolle Verteilung der Abtastpositio-
nen auf der Kugelkappe gefunden werden, mit der sich auch die Zerlegung
des Schallfeldes in dessen Harmonische mit mdéglichst kleinen Fehlern reali-

sieren lasst.



Abstract

Microphone Array on a Spherical Cap for 3-dimensional Recording of
the Wave Field. The objective of this diploma thesis is to develop a micro-
phone array for 3-dimensional recording of the surrounding wave field. The
used array is basically spherical but differs from known arrays by one feature:
the sphere is mounted on top of a cone which masks a subpatch of the sur-
face from the south pole up to a defined polar angle. In this masked region
the wave field is zero, so there is no need to sample it with microphones.
Therefore the remaining spherical cap can be sampled with better accuracy
using the same number of microphones. But there are a lot of problems com-
ing up with that approach. First of all the wave field equation has to be solved
with respect to the new boundary condition added by the cone. Accordingly,
the part of the solution with respect to the angle is represented by spherical
cap harmonics which differ from the well known spherical harmonics in re-
quiring non-integer orders. Furthermore an opening angle for the cone and a
meaningful distribution of the microphone positions should be determined to
decompose the wave field in a set of weighted spherical cap harmonics with

a minimum error.
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1 Einleitung

Mittlerweile gibt es eine Reihe bekannter Entwicklungen von kugelférmigen Mi-
krofonanordnungen. Diese nehmen das gesamte Schallfeld um die Kugel auf.
Basierend auf dieser Tatsache entstand die Idee, Teile des Schallfeldes, die kei-
ne sinnvollen Informationen enthalten, auszublenden. Stellt man sich eine kugel-
formige Mikrofonanordnung vor, so wird diese fir Aufnahmen meistens an einer
schallharten Wand befestigt sein. Der Teil des Schallfeldes, der die Reflexion von
der Wand darstellt, ist nicht von Interesse und muss somit auch nicht aufgenom-
men werden. Der uninteressante Winkelbereich wird mit einem Kegel, idealer-
weise von unendlicher Lange, ausgeblendet. Auf der verbleibenden Kugelkappe
kann man so besser abtasten und erreicht dadurch héhere Auflésungen im Win-
kel. Ein besonderer Anreiz dieser Arbeit ist es, dass es flir kugelkappenférmige
Mikrofonanordnungen noch keine bekannten Entwicklungen gibt und man teilwei-

se volliges Neuland betritt.
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2 Losung der Wellengleichung in

Kugelkoordinaten

In diesem Kapitel wird, ausgehend von der allgemeinen Losung der Wellenglei-
chung auch noch die spezielle Lésung erlautert, die physikalisch relevant ist.
Daraus lassen sich Basislésungen, sogenannte Moden, des Schallfeldes und

schlieBlich die Kugelkappenharmonischen definieren.

2.1 Wellengleichung

Die lineare verlustlose homogene Wellengleichung im Zeitbereich lautet

1 02
(A—C—Q@> p(r,t) =0, (1)
wobei A der Laplace-Operator, ¢ die Schallausbreitungsgeschwindigkeit und p(r, t)
ein Schallfeld im Punkt = ist [Wil99, Teu07].

Da das Schallfeld spater auf einer Kugel abgetastet und zerlegt werden soll, ist
es zweckmanBig, die Wellengleichung in Kugelkoordinaten (siehe Abb. 1) zu Iésen.

Dabei wird » aus GlI. (1) zu

x sin @ cos ¢
r=r(r0,0)=| y | =7r| sinfsing |, (2)
z cos

mit dem Radius
r= /22 +y? + 22, (3)

dem Polarwinkel
S arccos% (4)

und dem Azimuthwinkel

¢ = arctan Y, (5)
T
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®P(r,0,0)

7
/

Abbildung 1: Definition des Koordinatensystems mit dem Radius r, Elevations-

winkel 6 und Azimuthwinkel ¢.

Setzt man nun den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

10 [(,0 1 o/, 0 1 o2
A=lgg ( @) T Tnd a0 (Sm%) T 000 ©
in Gl. (1) ein, erhdlt man die Wellengleichung in Kugelkoordinaten

2 2
i§(2ap>+ ! 3<sm9@>+ L 0 _10%

2or \' or r2sinf 06 00 r2sin? 0¢? 2 O

als partielle Differentialgleichung 2.0rdnung [Wil99, Teu07].

2.2 Allgemeine Losung der Wellengleichung

Mit dem Produktansatz

p(r;¢,0,t) = R(r)0(0)2(4)T(t) (8)
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werden aus Gl. (7) vier voneinander unabhangige gewoéhnliche Differentialglei-
chungen [Wil99]:
d*®

a0 + p*® =0, 9)

sirllédiﬁ (sin&%) + {V(V +1)— siﬁzﬁ © =0, (10)
7«_12% (ﬁ%) +k2R—%R:O, (11)
C%%F+HT:0. (12)

Da die Glg. (9) bis (12) Differentialgleichungen 2.0rdnung sind, setzen sich deren

Lésungen aus jeweils zwei linearen unabhangigen Funktionen zusammen.

Die Lésung fir Gl. (9) ergibt

®(¢) = ®y cos(ue) + o sin(ug), (13)

dabei sind @, , beliebige komplexwertige Koeffizienten und . ist ein Teil der Se-

parationskonstanten.

Gl. (10) wird zugeordnete Legendre-Differentialgleichung genannt, deren Lésung
O(0) = 0, P! (cos ) + ©2Q%(cos 0) (14)

sich aus den zugeordneten Legendre-Funktionen der 1. und 2.Art, P*(cos 6) bzw.
Q% (cos#), zusammensetzt. Die Parameter . und v sind Teil der Separationskon-
stanten und werden als Grad und Ordnung der zugeordneten Legendre-Funktionen

bezeichnet [Pom10].

Gl. (11) wird sphérische Bessel-Differentialgleichung genannt. Deren Lésung
R(r) = Ryj,(kr) + Roy, (kr) (15)

setzt sich aus den sogenannten sphdrischen Bessel-Funktionen j,(kr), v, (kr)

der 1. bzw. 2.Art zusammen [Teu07, Wil99]. Letzere wird auch als sphdrische
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Neumann-Funktion bezeichnet. Dabei ist v wiederum die Ordnung und

k=

- (16)
C
die Wellenzahl, mit w als Kreisfrequenz. R, , sind beliebigte komplexwertige Ko-

effizienten. Alternativ kann die Lésung der GI. (11) auch mit den sphérischen

Hankel-Funktionen der 1. und 2.Art hS"? (kr) beschrieben werden:

R(r) = Rsh{V (kr) + Ryh? (kr), (17)

mit
hl(,l)(kr) = jy(kr) + iy, (kr), (18)
h,(f)(kr) = ju(kr) — iy, (kr) (19)

und den komplexwertigen Koeffizienten R 4.

Die Lésung der Gl. (12) ergibt den zeitabhangigen Teil
T(t) = Tye™" + The ™" (20)

der Wellengleichung und stellt eine harmonische Schwingung dar, wobei 77 » be-
liebige beliebige komplexwertige Koeffizienten sind. Da in weiterer Folge das sta-

tionare Schallfeld betrachtet wird, wird 7°(¢) von nun an vernachlassigt.

2.3 Physikalische Losungen

Die Glg. (13), (14) und (15) bzw. (17) liefern eine Lésungsschar mit unendlich vie-
len Lésungen, da die Parameter 1 und v beliebige relle Werte annehmen kdénnen.
Anhand von physikalischen Bedingungen kann der Wertebereich eingeschrankt

werden.
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2.3.1 Losung im Azimutwinkel ¢

Da der Schalldruck im homogenen Schallfeld eine stetige GrdBe ist, kommen fir

die Lésungen in ¢ nur stetige Funktionen in Frage. Dazu muss

®(¢) = (¢ + 27) (21)

eine 2-w-periodische Funktion sein, was nur gewahrleistet ist, wenn y = m € Z

ganzzahlige Werte annimmt. Die Lésung im Azimuthwinkel ergibt somit

O(p) = Py cos(me) + Py sin(mao). (22)

2.3.2 Losung im Polarwinkel ¢

Die Legendre-Funktionen der 1.Art P"(cos f) weisen eine Singularitat am Sudpol

lim P"(cosf) = +oo (23)

cos0——1

auf, wenn v ¢ N nicht-ganzzabhlig ist. Die Legendre-Funktionen der 2.Art Q! (cos 0)

besitzen Singularitaten an beiden Polen

lim @Q7'(cosf) = oo (24)

cos 0—=+1

far alle Ordnungen v € R.
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Abbildung 2: Legendre-Funktionen 1. und 2. Art

In Abb. 2 sind die Legendre-Funktionen der 1. und 2.Art exemplarisch fir ganz-
zahlige und nicht-ganzahlige Ordnungen v dargestellt. Aufgrund der Singularita-
ten kénnen die Funktionen 2.Art Q7'(cos ) mit v ¢ Ny als Lédsungen im Polarwin-

kel 0 ausgeschlossen werden, womit die Lésungen in 6 auf

©(0) = ©,P)"(cos ) (25)
beschrankt sind.
Lésung fir den schallharten Kegel: Da das Schallfeld im Polarwinkel

0 < 6 < 6. eingeschrankt werden soll, wird ein unendlich langer Kegel mit dem

Halbéffnungswinkel 6., siehe Abb. 3, ins Feld eingebracht.



Abbildung 3: Kugelkappe auf Kegel mit 6. = 150°

Dazu muss die Normalschnelle auf der schallharten Oberflache des Kegels

dP]"(cos )

1
= 2
7 0 (26)

0=0.

Null werden [Pom10]. Gl. (26) wird auch als Neumann-Randbedingung bezeich-
net. Damit auch auf der Kugelkappe eine Zerlegung des Schallfeldes durchge-
fihrt und Holografie gerechnet werden kann, mussen die Lésungen in 6 diese

Randbedingung erflllen.

Fir einen definierten Winkel 6. und Grad m (jm| < n,n = 1,2...00) existieren un-
endlich viele Funktionen P} (cos6.), welche die Randbedingung erflllen. Diese
Funktionen werden als Eigenfunktionen des Randwertproblems bezeichnet und

sind orthogonal

cos(6.)
| PORE©c =0, 0w (27)

im Interval 0 < 0 < 0. in Bezug auf ihre Eigenwerte v < v, |, wobei diese nicht-

ganzzahlig v € R sind.
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Die Eigenwerte v, werden numerisch mittels Nullstellendetektion ermittelt. Ein
Algorithmus zur Berechnung der zugehérigen Legendre-Funktionen ist in [OS83]

beschrieben.

Die Singularitdt am Sidpol cos# = —1 liegt nicht mehr im Definitionsbereich der

Lésung 0 < 6 < 6. somit kann GI. (25) neu formuliert werden:

m
O(0) = ©1P).(cosb). (28)
n
0 o -8 -n=0 0 : |£|
1 -8 -n=1 1
2 & -8 -n=2 2 B2
3 o B‘D’E\E’D — & -n=3 2 q\ W
g -8 ﬂ\ﬂ/g\g’q -0 -8 -n=4 5 B h E/ /E
6 —D\E]\ Pi=8 a-B n=5 6 & \\ N2 ’ B
7 & go = hog e/&{] -8 -n=6 7 \\ q\ o /121 //
-~ - Q ]
0 ® o el Bl & N R e
hal = /7 7/
£ 10 £ 10 N B Aol - /
11 11 8 3 ’ A
12 12 : RIS 4
13 13 h\ @ A
14 14 ’
15 15 B s
16 16 =8 o
17 17 N ’
18 18 R
19 19 u
20 20
6-5-4-3-2-1 01 2 3 4 5 6 6-5-4-3-2-1 012 3 4 5 6
m m
(a) 6. =123.6° (b) 6. = 56.4°

Abbildung 4: Ordnungen (Eigenwerte) v/ der Lésungen fiurn =0...6

In Abb. 4 sind die Eigenwerte v fir n = 0...6 fUr zwei verschiedene Halboft-
nungswinkel 6. zu sehen. Wie man schdn erkennen kann, hangt der Abstand

Avt =" — v von 6, ab und ist bei groBen Winkeln geringer [Pom10].
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2.3.3 Loésung im Radius r

n=0, V"=—0.000
osl n=1,v"=1.116 || 021
n=2, v'=2.278 o
0.6 n=3, v\'=3.458 |1 02
0.4r 1 0.4
g B
= >~ -0.6
0.2t
-08 n=0, vV'=-0.000
0 -1r n=1,v7'=1.116 |1
-0.2r _12F __n=2, v’n"=2.278 i
n=3, v"=3.458
-1.4f — n H
-0.4 . i i i ; :
5 10 15 20 0 5 10 15 20
kr kr
(@) 1.Art: j,m (kr) (b) 2.Art: gy, m (kr)

Abbildung 5: Sphéarische Bessel-Funktionen 1. und 2.Art mit m = 0, . = 150° und
n=0...3.

In Abb. 5 sind die sphérischen Bessel-Funktionen der 1. und 2.Art, j,» (kr) bzw.
yym (kr) mit den Ordnungen v fiir n = 0...3 dargestellt. Zu erkennen ist, dass
im Ursprung kr = 0 nur die Funktionen 1.Art j,(kr) endlich sind bzw. nur die
Funktion O-ter Ordnung j{(kr) # 0 existiert.

Far die Lésung im Radius r unterscheidet man zwischen folgenden zwei Szena-
rien [Zot09, ZP11]:

Inneres Problem: Alle Schallquellen befinden sich in einem Bereich mit Radius
r > ro. Das Schallfeld im Inneren, 0 < r < r, kann vollstandig beschrieben
werden (siehe Abb. 6).
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Abbildung 6: Inneres Problem

Aufgrund der Singularitaten im Ursprung von y,. (kr) bleiben fir das Innere Pro-

blem die Funktionen 1.Art j, (kr) Gbrig. Die Lésung in r ergibt

R(r) = Ryjym(kr) (29)

und wird als radiale Lésung fUr einfallende Felder bezeichnet.

AuBeres Problem: Alle Schallquellen befinden sich in einem Bereich mit Ra-

dius r < rqo. Das auBere Schallfeld, ry, < r < oo, kann vollstdndig beschrieben
werden (siehe Abb. 7).



12

Abbildung 7: AuBeres Problem

Fir diesen Fall muss die Sommerfeld’sche Abstrahlungsbedingung

r—o00 or

erfillt sein [Wil99, ZP11]. Diese Bedingung erflillt

lim 7 [ap—("“) - ik:p(fr)} =0 (30)

R(r) = Ryhypm (K1), (31)

mit /o, (kr) = hiy. (kr) [Z0t09] und wird als radiale Lésung fiir abstrahlende Felder

bezeichnet.

2.4 Basislosungen (Moden) des Schallfeldes
Setzt man die Lésungen in Gl. (8) ein , resultieren daraus die Basislésungen
(Moden) des einfallenden

Pinm(kr,0,0) = Ry njyp (k1) O 1,m Pl (€08 0) [P cos(m) + Lo sin(me)]  (32)
bzw. des abstrahlenden Feldes

Donm(kr,0,¢) = R4,nhyg@(kr)@1ﬁn7mP,f§L(cos 0) [Py, cos(me) + Doy, sin(me)]. (33)
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Ein allgemeines homogenes Schallfeld besteht aus einem ein- und abstrahlenden
Teil und kann als Summe dieser beiden Teile dargestellt werden. Somit ergeben

sich die Moden des Schallfeldes:

pnm(k;ra 67 ¢) = pi,nm(kra 07 ¢) + po,nnz(kra 97 ¢) =

[Rlynjl,;n<k'f') + R47nhugl(kr)] @Ln,mPIﬁ%(COS 6) [Py, cos(me) + Do, sin(me)]. (34)

2.5 Kugelkappenharmonische

Der winkelabhangige Teil aus Gl. (34) kann zu sphéarischen Basisfunktionen auf
der Kugelkappe zusammengefasst werden. Diese werden als Kugelkappenhar-
monische, im Englischen: Spherical Cap Harmonics (SCH), bezeichnet. Die re-

ellwertigen SCH sind als

Y7 (6,6) = NPl (cos ) { cos(mg), m =0 (35)
! B sin(m¢), m >0

definiert. FUr die Legendre-Funktionen 1.Art Pliﬁ' gentigt es den Betrag des Gra-
des |m| zu verwenden, da sich P" von P, nur durch einen reellen Faktor
unterscheidet, welcher einfach in einer unterschiedlichen Gewichtung der SCH
resultiert. Zusatzlich wird eine Fallunterscheidung fir positive und negative Grade
m gemacht, um sicherzustellen, dass auch SCH gleicher Ordnung v"* orthogonal
zueinander sind.
NJ%! normiert die Summe der Quadrate der SCH auf den Betrag 1, sodass die

SCH orthonormal

5, = =J (37)
0, i#]
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bezeichnet wird.

kg

Einfache analytische Ausdricke flr N, bekommt man nur, wenn v € Z ist

[HC97], ansonsten muss

Nl = ! (38)
n 0,
T [ P,LZ:‘(COS )2 sin(0)do
0

numerisch ermittelt werden, mit
2r, m =0,

T = (39)
m, m# 0.

In Abb. 8 sind die Betrage der SCH |Y;7.(¢,0)| als Radien Uber die Kugelkappe

aufgetragen.

n=0, m=0, v{'=-0.000

n=1, m=-1, v'=2.000 n=1, m=0, v,=1.245 n=1, m=1,v"=2.000

m
n=2, m=-2, v;'=2.887 n=2, m=-1, v{i=3.271 n=2,m=0,v,=2.549 n=2, m=1, v'=3.271 n=2, m=2, v"=2.887

Abbildung 8: Kugelkappenharmonische mitn = 0. .. 2 und dem Halbéffnungswin-
kel des Kegels 0. = 150°.
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2.6 Gesamtlosung

Das gesamte Feld

p(kr, 6, ¢) = Z Z bum v (k1) + Cmbug (k)] Yo (6, 0) (40)

n=0 m=—n
lasst sich aus der Summe gewichteter SCH darstellen, wobei b,,,,, und ¢,,,,, kom-
plexwertige Koeffizienten sind. b,,,,, und ¢,,, werden auch als Wellenspektren flr

das einfallende bzw. abstrahlende Feld bezeichnet.
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3 Zerlegung des Schallfeldes in SCH

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass sich jedes beliebige homo-
gene Schallfeld als Summe gewichteter SCH darstellen lasst. In den folgenden
Abschnitten wird gezeigt, wie man ein Schallfeld zerlegen kann. Weiters wird die
Mdoglichkeit, mit einem zerlegten Feld holografische Berechnungen durchzufih-

ren, erlautert.

3.1 Kontinuierliche SCH-Transformation

Jede beliebige Funktion p(r, 0, ¢), die fir das Randwertproblem mit schallhartem
Kegel auf der Oberflache einer Kugelkappe 0 < ¢ < 27, 0 < 0 < 6. moglich ist,

kann mit Hilfe der SCH-Transformation als Summe gewichteter SCH
p(r.0,6) = Y Aun(r)Yjn(6,0) (41)
n=0 m=—n

dargestellt werden [Teu07, Wil99], dabei wird A,,,,,(r) als sphédrisches Wellenspek-

trum am Radius r bezeichnet.

Die SCH-Transformation ist definiert als

27 0.

A1) = [ [ p(r:6.0)Y236.0)sin(0)asa. (42)

Setzt man Gl. (41) in Gl. (42) ein

[
() =32 37 Aur) [ [V 0.00V5.0.0)sin0)d0ds, (43
0 0

J/

lassen sich aufgrund der Orthogonalitat der SCH die Koeffizienten A, berech-

nen.
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3.2 Diskrete SCH-Transformation

3.2.1 Begrenzung der Ordnung
Nicht gleichzusetzen ist die Begrenzung der Ordnung mit der Bandbegrenzung,

zum Beispiel durch Tiefpassfilterung, von Zeitsignalen. Im Falle der SCH wird

angenommen, dass das zu zerlegende Schallfeld bandbegrenzt mit
0<y, <vy<oo, 0<n<N, N<oo (44)

ist. Das bandbegrenzte Schallfeld kann als

p(r,0,¢) = ZZAW )Y (0, 6) (45)

n=0 m=—n

formuliert werden.

Ebene Welle: Als Beispiel wird das Feld einer ebenen Welle p,,,, die auf den
schallharten Kegel trifft herangezogen. Wird diese in SCH zerlegt, ergibt das Wel-

lenspektrum

77L

b, = " VW(OO» Po), (46)
wobei ¢q,0, die Richtung ist, aus der die Welle kommit.

Mit dem Wellenspektrum aus Gl. (46) ergibt sich das Feld der ebenen Welle

P (kr, 0, ¢) = Z Z i o (k)Y (B0, 0) Y (6, 6). (47)

n=0 m=—n
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Abbildung 9: xz-Ebene des Feldes der ebenen Welle, die von links (¢, = 180°,
0y = 90°) auf den Kegel mit 6. = 123.6° trifft. Die maximale Ordnung ist N = 40.

Abb. 9 zeigt das Feld der ebenen Welle p,,(r, 6, ¢). Schén zu sehen sind die

Interferenzmuster, die der Kegel verursacht.

3.2.2 Diskretisierung der SCH

Die kontinuierlichen SCH werden nun an diskreten Stellen 6, = (6, ¢;) abgetastet.
Die Doppelsumme aus Gl. (41) kann in Vektornotation equivalent als Skalarpro-

dukt ausgedriickt werden und das bandbegrenzte Schallfeld Iasst sich als
p=Yyw (48)

anschreiben, mit dem diskretisierten Schallfeld

p(61)
p = vec{p(0i} = : , (49)

p(OL)
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dem Koeffizientenvektor

Ay
N = vec{Apn} = : (50)
Awry
und der SCH-Matrix
Yi(61) - Yive2(61)
YL = mtz {Y,n(6,)} = : : , (51)
Yi(0r) -+ Yiv42(0r)

wobeil=1...Lundmn=n*+n+m+1=1,2...(N+1)?ein linearer Index ist.

Gl. (48) stellt ein lineares Gleichungssystem mit L Gleichungen und (N + 1)2

Unbekannten dar. Dabei werden 3 Falle unterschieden [Pom08]:

1. L < (N + 1)%: Das Gleichungssystem ist unterbestimmt, es gibt unend-
lich viele Lésungen. Die SCH kdnnen nicht unterschieden werden, was zu

raumlichem Aliasing fUhrt.

2. L = (N+1)% Es gibt eine exakte Losung wenn die Inverse (Y]\?)_1 existiert.
Dazu muss eine Anordnung der Abtastpunkte gefunden werden, welche die

SCH orthogonalisiert, was auf der Kugelkappe schwierig ist.

3. L > (N +1)?: Das Gleichungssystem ist iberbestimmt, es gibt keine exakte

Lésung.

Far Fall 3 gibt es eine Lésung im Sinne des minimierten quadratischen Fehlers
(MMSE)

T (W) = lIp = Y3 Axl® = min, (52)
wobei
J() = (p-¥¥ 'AVN)T (p— Y3 )
— (pT— Sy YN) (p— Y3 )

T AT TrT D AT T A
=p p—InYNP—DP Yy IN+ 7Ty YnYy TN (53)
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die Kostenfunktion und ’AYN der approximierte Koeffzientenvektor ist.

Zum Lésen des Minimierungsproblems wird die Nullstelle in der abgeleiteten Kos-
tenfunktion
07 (Vx)

/\T

9V

A
= Yyp+ YyYT Yy=0 (54)
gesucht.

Daraus resultiert der Koeffizientenvektor

S Ay= (YNYJ\?)_l Yy p, (55)
—_——

::(Y]\T;)Jr
der den quadratischen Fehler minimiert. Dabei wird (Y]\?)T = (YNY]\?)*1 Yy als
Pseudo-Inverse von Y, bezeichnet wird. In diesem Fall ist sie die Links-Inverse,

da die Einheitsmatrix resultiert, wenn sie von links mit Y,{' multipliziert wird.

Ist p = YL~x eine bandbegrenzte Funktion mit maximaler Ordnung v, so kon-

nen die Koeffizienten exakt bestimmt werden [Pom08]

N _
7]\[: (YNY]\I;> ! YNYJ? YN (56)

.

T
wobei I die Einheitsmatrix ist.
Damit kann die diskrete SCH-Transformation mit
w= (Y ""p fir L=(N+1) (57)
bzw. mit
v= (YD) p fir L>(N+1) (58)

formuliert werden.
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Aus den obigen Bedingungen fir die Lésbarkeit des Systems kann ein rdumili-

ches Abtasttheorem abgeleitet werden [PomO08]:
L é (N +1)? (59)
und
£ (YnYy ) < oo, (60)

wobei x(YyY,) die Konditionszahl der Matrix Yy Y, ist.

Konditionszahl Die Konditionszahl « ist definiert als das Verhaltnis von grof3-
tem zu kleinstem Singularwert (SW) einer Singularwertzerlegung einer Matrix
[WR11]. Sie ist ein Maf3 fur die Empfindlichkeit eines Systems gegenlber Ein-
gangsfehlern. Systeme mit einer Konditionszahl in der Nahe von 1 gelten als gut
invertierbar. Geht die Konditionszahl gegen oo, so ist die betreffende Matrix sin-

gulér und nicht invertierbar.

3.3 Akustische Holografie

Die Méglichkeit, das Schallfeld am Radius » zu bestimmen, wenn dieses am Ra-

dius r, # r bekannt ist, nennt man akustische Holografie.

3.3.1 Einfallende Felder

Existiert nur ein einfallendes Feld, kann dieses mit
pilkra,0,0) = > bumiu (kra) Y5 (6, 6) (61)
n=0 m=—n
formuliert werden, dabei ist r, der Radius an dem das Feld zerlegt wird. Mit Hilfe
der SCH-Transformation erhalt man das Wellenspektrum fir das einfallende Feld

2 0.

1
bnm - —// % k’l"a,el, ! YVTW 0,, ! sin 0/ d@’d ,, 62
i | | P8 VR $)sinad (62)



22

wodurch das Feld

pi<kra 07 ¢> -
21 0.
Z Jup / / pi(kra, 0, )Y (0, ¢) sin(0')d0'd¢)  (63)
]Vm
n=0 m=—n 0

vollsténdig bestimmt ist.
Mit Hilfe von Gl. (63) kann man, wenn der Schalldruck auf der Kugelkappe mit
Radius r, bekannt ist, das einfallende Feld an jedem beliebigen Radius r im quel-

lenfreien Bereich, siehe ,Inneres Problem® in Abschnitt 2.3.3, berechnen [Wil99].

3.3.2 Abstrahlende Felder

Existiert nur ein abstrahlendes Feld, kann dieses mit

Pol(kra, 0, 0) = Z Z Camhug (kra) Yo (0, 6) (64)

n=0 m=—n

formuliert werden. Dabei ergibt das Wellenspektrum fiir das abstrahlende Feld

27 6.
1
= - / / an;bz / / . / ’ /’
Cnm o (k) //po(kﬂ”aﬂ @)Y m (0, ¢') sin(6')d0’ dg (65)
0
wodurch das Feld
po(kr,0,¢) =
2w Oc
m ( l{;r / / o
Z Z P (R) 3o //po bro 0, )Y (0, ) sin(0)d0'ds (66)

vollsténdig bestimmt ist.

Mit Hilfe von Gl. (66) kann man, wenn der Schalldruck auf der Kugelkappe mit
Radius r, bekannt ist, das abstrahlende Feld an jedem beliebigen Radius r im
quellenfreien Bereich, siehe ,AuBeres Problem® in Abschnitt 2.3.3, berechnen
[Wil99].
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3.3.3 Offene Mikrofonanordnung

In diesem Fall wird angenommen, dass die Mikrofonanordnung véllig transparent

fir das Schallfeld ist. Es ergibt sich der radiale Ausbreitungsterm

Gl (kr) = G (k). (67)

mm"”ﬂ 1

|
N
o
3
— >

|
i

|Gl in [dB]

— n=0,v,=-0.000

-80} __n=t,v=1.116

_ n=2, vn=2.278
. n=3, vn=3.458

10° 10
kr

Abbildung 10: Frequenzgang von G, (kr) bei einer offenen Mikrofonanordnung
fir 6. =150°, m=0,n=0...3.

In Abb. 10 ist der Frequenzgang von G, (kr) einer offen Mikrofonanordnung zu
sehen. Im Bereich kr < v)* weisen die Filter mit n > 0 Hochpasscharakteristik
mit einer Steilheit von 6 v dB/Oktave auf. Dartber treten Kerben (im Englischen:
notches) auf, die mit den Nullstellen von j,» (kr) korrespondieren. Diese Kerben
sind problematisch, wenn die Inverse G;T%(lm“) berechnet wird. Die sogenannten
Holografie-Filter, die diese Inversion beinhalten, wéaren instabil. Mit offenen Mi-
krofonanordnungen, die Druckempfanger (Mikrofone mit Kugelcharakteristik) ver-

wenden, kann also keine bzw. nur eingeschrankt Holografie gerechnet werden.
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3.3.4 Geschlossene Mikrofonanordnung

In diesem Fall sind die Mikrofone auf einer schallharten Oberflache angebracht.
Die Normalschnelle auf einer schallharten Oberflache ist Null. Da die Schall-
schnelle proportional zur Ableitung des Schalldruckes ist, ergibt sich folgende
Randbedingung fir eine schallharte Kugelkappe:

% (pi(ra 6)’ ¢) + ps<r7 97 gb))

|

Lo, (68)

r=rq

dabei p; das einfallende Feld und p, das gestreute abstrahlende Feld. Setzt man
die Glg. (61) und (64) in Gl. (68) ein, ergibt die Randbedingung

Z Z Dy (k)Y (6 Z Z Camhlyn (kra) Y, (0, ), (69)

n=0 m=—n n=0 m=—n

wobei /. (kr,) und j;..(kr,) die abgeleiteten spharischen Hankel- bzw. Bessel-

funktionen sind, die sich mit der Rekurrenzbeziehung [Wil99, Teu07]

B (hra) = s (ra) = Z () (70)

bzw.
(71)
k) = o (k) = 2 ) 72

a

berechnen lassen.

Damit ist das Wellenspektrum des gestreuten Feldes durch jenes des einfallen-
den Feldes bestimmt

jL,T(kra)

nm — ~ UnmT; 7 - 73
¢ ’ e () (73)

Das gesamte Feld ergibt sich aus der Uberlagerung des einfallenden und des

gestreuten Feldes
p(r.0,¢) = pi(r.0,¢) + ps(r,0,¢) =

Juym (kra) .
B Z Z b |:]’/m k?” h/ (k )h’/ﬁn(kr) Yu;n(evgb) (74)

n=0 m=—n
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Es ergibt sich der radiale Ausbreitungsterm des gesamten Feldes

Jup (kra)

Gy (kr) = jym (kr) — B (k)

hom (Kr). (75)

|G| in [dB]

n=0, v =-0.000

-80 n=1,vn=1.116 5
n=2,v =2.278
) n i
n=3, v =3.458
-100 = 1 ‘ 0 1 2
10 10 10 10 10

Abbildung 11: Frequenzgang von G, (kr) bei geschlossener Mikrofonanordnung

far 6. = 150°, m =0,n=0...3.

In Abb. 11 ist der Frequenzgang G, (kr) einer geschlossenen Mikrofonanord-
nung zu sehen. Fur kr < v ist der Frequenzgang dem der offenen Mikrofonan-
ordnung ahnlich. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass der gesamte
Ausbreitungsterm keine Nullstellen hat und somit fir kr > v ein glatter Fre-
quenzgang resultiert. Dadurch bereitet auch die Inversion des Ausbreitungster-
mes keine Probleme, Holografieberechnungen sind daher mit geschlossenen Mi-

krofonanordnungen maglich.
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4 Anordnung der Abtastpunkte auf der Kugelkappe

Far kugelférmige Mikrofonanordnungen gibt es eine Reihe von Abtaststrategien,
siehe [Zot09], die aber fir Anordnungen auf der Kugelkappe nicht direkt Gbertrag-

bar sind.

Dieser Abschnitt beschreibt Algorithmen zur Verteilung der Abtastpunkte auf ei-
ner Kugelkappe, die eine Zerlegung in SCH erlauben. Wie in Abschnitt 3.2.2 be-
schrieben, ist daflr eine gute Konditionierung der Matrix Yy Y, notwendig.

Die Abschnitte 4.1 bis 4.3 behandeln Algorithmen, welche die Verteilung der Ab-
tastpunkte bezlglich geometrischer GleichmaBigkeit optimieren. In Abschnitt 4.4,
4.5 und 4.8 wird die Konditionszahl «(YyY} ) direkt optimiert. Die Kombination ei-
niger dieser Algorithmen behandelt Abschnitt 4.7.

Um die unterschiedlichen Algorithmen vergleichbar zu machen, wird immer ein
und dieselbe Zufallsverteilung, im Folgenden mit SSV (standardisierte Startver-

teilung) bezeichnet, herangezogen.

4.1 Kraftegleichgewicht elektrischer Ladungen

Dieser Abschnitt behandelt ein Verfahren, mit dessen Hilfe die Mikrofonanord-
nung bezlglich der Abstéande zwischen den Abtastpunkten optimiert wird. Es wird
angenommen, dass sich auch die Konditionszahl x(YxY;) verbessert, wenn die

Abtastpunkte gleichmaBiger verteilt sind.

An die Elektrostatik angelehnt, bedient sich diese Verteilungsstrategie am Prinzip

sich abstof3ender elektrischer Ladungen.

Abb. 12 zeigt Punktladungen g;, die sich im elektrischen Feld E befinden.
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Abbildung 12: Punktladungen ¢; im elektrischen Feld

Nach dem Coulomb’schen Gesetz wirkt auf Ladungen im elektrischen Feld die
Kraft [Gri07]

F(r) = QE(r), (76)

dabei ist ) die elektrische Ladung einer Punktladung im Punkt P und

L
r—ry 77
47r60§ur—n e (77)

das durch die L Punktladungen ¢; erzeugte Feld im Punkt P, mit der elektrischen
Feldkonstante ¢, und dem Einheitsvektor e,._,.,, der die Richtung des Feldes be-

stimmt.

Werden auf einer elektrisch nichtleitenden Kugeloberflache L Ladungen ¢;, die
den Abtastpunkten einer Mikrofonanordnung entsprechen, zuféllig positioniert,
stof3en sich diese gegenseitig ab. Beschrankt man deren Bewegungsrichtungen
auf die ¢- und #-Richtung und fixiert dabei deren Radius » = r, auf den Radius
r, der Kugel, so stellt sich nach einiger Zeit ein Gleichgewicht ein. Auf die Punkt-
ladungen wirkt keine Kraft mehr und die Abstande zu deren nachsten Nachbarn

sind maximal.

Der Verteilungsalgorithmus berechnet in einem lterationsschritt die Kraft auf jede
Punktladung bzw. deren tangentiale Komponenten. Danach werden die Punkt-

ladungen auf der Kugeloberflache um den Versatz (d¢, df), der proportional zur
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Kraft ist, verschoben. Dies wird so oft wiederholt, bis die Krafte auf die Ladungen

unter einen definierten Schwellwert sinken.

(a) nach 5 lterationen (b) nach 30 lterationen

(c) nach 500 lterationen

Abbildung 13: Tangentiale Krafte (blaue Pfeile) auf Ladungen (rote Kreise). Als
Initialverteilung wurde die SSV herangezogen. Nach 500 lterationen wirken nur

mehr geringe Krafte auf die L = 64 Ladungen.

Abb. 13 zeigt die Arbeitsweise diese Algorithmus. Ausgehend von der SSV wer-
den die Ladungen so lange bewegt, bis keine tangentialen Krafte mehr auf sie
wirken. Die Ladungen sind gleichmafig bezuglich der Abstédnde zu ihren néachs-

ten Nachbarn verteilt.

Kugelkappe: Damit die L Punktladungen auf der Kugelkappe bleiben, wird ei-
ne zusatzliche Ladungsverteilung am Sidpol der Kugel benétigt. Die Anzahl L,

der zusatzlich bendtigten Ladungen berechnet sich aus dem Verhaltnis der Ku-
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gelkappenflache A. zur gesamten Oberflache A,:

A, L+1L, (78)

mit
A, = 4mr? (79)

und
A, = 271, - [1 — cos(6.)). (80)

Abbildung 14: Kugelkappe mit L = 64 Ladungen und den zusétzlichen L, = 5

Ladungen, die unter dem Kegel mit . = 150° verschwinden.

Die Berechnung der zusatzlich bendétigten Ladungsverteilung fihrt abhangig vom
Halbéffnungswinkel des Kegels 6. nicht immer zum Ergebnis, dass nach der Op-
timierung auch L Abtastpunkte (Ladungen) auf der Kugelkappe verbleiben. Dies
stellt den Schwachpunkt dieses Verfahrens dar, auf den in dieser Arbeit aber nicht
weiter eingegangen wird. Eine ahnliche Strategie, in der Elektronen auf einer Ku-

gel verteilt werden, kann in [RSZ95] nachgelesen werden.



30

4.2 Minimieren der Streuung der Voronoizellenflachen (MSV)

In diesem Abschnitt wird die GleichmaBigkeit der Mikrofonanordnung bezlglich
der Teilflache, die jedem Abtastpunkt zugewiesen wird, optimiert. Es wird ange-
nommen, dass sich die Konditionszahl x(Yx Y} ) verbessert, wenn die Teilflachen

gleichmagiger werden.

Voronoizerlegung/-diagramm: Als Voronoidiagramm wird eine Zerlegung ei-
ner Flache in Zellen bezeichnet, die durch eine vorgegebene Menge an Punkten,
auch als Zentren der Voronoizellen bezeichnet, bestimmt werden. Jede Zelle be-
sitzt genau ein solches Zentrum. Die Grenzen der Voronoizellen entstehen durch

die Halbierung des euklidischen Abstandes zwischen benachbarten Zentren.

(a) Voronoidiagramm im R? aus [WR11] (b) Voronoidiagramm auf der Kugeloberflache

Abbildung 15: Beispiele flr Voronoidiagramme

In dieser Arbeit wird der Algorithmus CSTRIPACK von [Kei07], basierend auf
[Ren97], zur Berechnung des Voronoidiagrammes auf der Kugelkappe und der
Flachen der Voronoizellen, verwendet. Damit die Voronoizellen der Abtastpunk-
te, die dem Kegel am nachsten sind, durch diesen begrenzt werden, werden sie
am Polarwinkel § = 6. gespiegelt. Nach der Berechnung des Voronoidiagrammes

werden die Spiegelpunkte wieder geldscht.
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Der Algorithmus optimiert die Verteilung der Abtastpunkte so, dass die Flachen

der Voronoizellen mdglichst gleich grof3 werden:

L

A 2
> (AZ- - —C> — min, (81)
=1 L

wobei A; die Flache der i-ten Voronoizelle und A, die Flache der Kugelkappe ist.
Es muss stets darauf geachtet werden, dass die Abtastpunkte den maximalen

Winkel 6. nicht Gberschreiten.

Zum Auffinden von Minima bei gegebenen Initialisierungswerten wird der nicht-
lineare simplex-Algorithmus verwendet [LRWW98]. Die Suche erfolgt hierbei di-
rekt ohne Ableitungen bzw. Gradienten. Eingeschrankt ist dieser Algorithmus da-

durch, dass nur lokale Minima gesucht und gefunden werden.

(a) SSV (b) nach 1 Iteration

Abbildung 16: Minimierung der Streuung der Voronoizellenflichen mit L = 64 Ab-
tastpunkten und dem Halb6ffnungwinkel des Kegels 6. = 150°. Als Startverteilung

wurde die SSV herangezogen.

Abb. 16 zeigt die Arbeitsweise des MSV-Algorithmus. Ausgehend von der SSV als
Startverteilung, wird die Streuung der Flachen minimiert, sie tendieren zu einer
mittleren Flache A./L.
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Abbildung 17: MSV - Verlauf der Konditionszahl Gber die lterationen mit L =

64 Abtastpunkten, Ngoy = 47 Basisfunktionen und dem Halbéffnungswinkel des

Kegels 6. = 150°. Initialverteilung ist die SSV.

Abb. 17 zeigt den Verlauf der Konditionszahl x Uber 50 lterationen des MSV-

Algorithmus. Als Initialverteilung wurde die SSV herangezogen.

4.3 lterative Schwerpunktsvoronoizerlegung (ISVZ)

Eine Optimierung der Abtastung beztiglich gleich groBBer Voronoizellenflachen lie-
fert keine guten Konditionszahlen. Die Zellen solcher Abtastungen besitzen zwar

ahnliche Flachen, ihre Formen sind jedoch sehr unterschiedlich.

Daher werden bei diesem Algorithmus die Abtastpunkte iterativ in die Schwer-
punkte der Voronoizellen gelegt, wodurch die Anordnung bezlglich der Form der
Voronoizellen optimiert wird. Flr ein gegebenes Set an Abtastpunkten wird eine
Voronoizerlegung auf der Kugelkappe gemacht. Die Schwerpunkte der resultie-

renden Zellen dienen dann als neues Startset fir die nachste lteration. Liegt die
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Abweichung der vorigen Abtastpunkte zu den aktuellen Schwerpunkten unter ei-
nem definierten Schwellwert ¢, wird die Optimierung abgebrochen.
Als Abbruchkriterium gilt

1 L
- D (ei—x)?|| < (82)

mit ¢; als Positionsvektor des Schwerpunktes der i-ten Voronoizelle und x; als
Positionsvektor des i-ten Abtastpunktes. Eine Zusatzbedingung, damit die Ab-
tastpunkte auf der Kugelkappe bleiben, ist nicht notwendig, da die Schwerpunkte

der Voronoizellen in jedem Fall auf der Kugelkappe liegen.

Schwerpunkt einer Voronoizelle: Um den Schwerpunkt zu berechnen wird die
Zelle in K; spharische Dreiecke unterteilt, wobei das Zentrum der Zelle der ge-
meinsame Eckpunkt aller Dreiecke ist. Der Schwerpunkt ¢; der i-ten Zelle errech-

net sich aus den Flachen A, und Schwerpunkten c, der sphérischen Dreiecke

K;
doearAng
=1

C;, = X, y (83)
> Ank
k=1
mit
A+B+C
cn = m (84)
3
und
Ap=r?la+ B+~ —n]. (85)

Dabei sind A, B und C bzw. «, 3 und ~ die Eckpunkte bzw. Winkel des Dreiecks.
Durch das Dividieren durch die Lange wird in Gl. 84 die Projektion des Schwer-

punktes vom ebenen auf das sphéarische Dreieck mit Radius » = 1 erreicht.
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(a) SSV (b) nach 1 Iteration

Abbildung 18: ISVZ mit L = 64 Abtastpunkten und dem Halbéffnungswinkel des
Kegels 6. = 150°. Die Abtastpunkte sind durch rote '0’, die Flachenschwerpunkte

durch blaue ’x’ gekennzeichnet.

Abb. 18 zeigt die Arbeitsweise des ISVZ-Algorithmus. Ausgehend von der SSV
als initiale Verteilung liegen die Abtastpunkte nach der Optimierung naher an den

Flachenschwerpunkten und die Form der Zellen ist gleichmafiger geworden.
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Abbildung 19: ISVZ - Verlauf der Konditionszahl Uber die lterationen mit L =
64 Abtastpunkten, Ngoy = 47 Basisfunktionen und dem Halbéffnungswinkel des

Kegels 6. = 150°. Initialverteilung ist die SSV.

Abb. 19 zeigt den Verlauf der Konditionszahl « Uber 50 Iterationen des ISZV-
Algorithmus. Nach 6 lterationen ist das Abbruchkriterium erflllt. Als Initialvertei-

lung wurde die SSV herangezogen.

4.4 Maximieren des kleinsten Singularwertes (MaxSW)

Wie in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt, fuhrt eine Optimierung basie-
rend auf geometrischen Ansatzen nicht zu ausreichend kleinen Konditionszah-
len. Der nachste Schritt ist deshalb, die Dynamik des Systems (Konditionierung)

direkt zu beeinflussen.

Da die Konditionszahl «(YyY,) dem Verhéltnis von gréBtem zu kleinstem Sin-

gularwert (SW) von YyY,! entspricht, wird in diesem Algorithmus der kleinste
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SW .., maximiert. Daraus Iasst sich die Kostenfunktion

J(0) = \pin —> mazx (86)
bzw.

J(0) = —A\pin —> min (87)

ableiten, dabei ist 8 ein Vektor mit den Positionen der Abtastpunkte. Zum Mini-

mieren der Kostenfunktion in Gl. (87) wird der nichtlineare simplex-Algorithmus

verwendet.
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(c) MSV-optimierte Initialverteilung, x = 10.1

Abbildung 20: MaxSW - Verlauf der Konditionszahl Uber die lterationen mit L =

64 Abtastpunkten, Ngcy = 47 Basisfunktionen und dem Halbéffnungswinkel des

Kegels 6. = 150° flr verschiedene Initialverteilungen.

Abb. 20 zeigt den Verlauf der Optimierungsfunktion J(0) Uber die Iterationen der
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Optimierung fur verschiedenen Initialverteilungen. Mit einer ISVZ-optimierten In-

itialverteilung erreicht dieser Algorithmus die beste Konditionszahl.

4.5 Minimieren der Konditionszahl (MinKZ)

Dieser Algorithmus optimiert die Verteilung direkt in Bezug auf die Konditionszahl.

Die Kostenfunktion, die minimert werden soll, lasst sich mit

J(0) = k(YNY) — min, (88)

formulieren.

Zum Auffinden von lokalen Minima wird der nichtlineare simplex-Algorithmus ein-

gesetzt.
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Abbildung 21: MinKZ - Verlauf der Konditionszahl Uber die lterationen mit L =

64 Abtastpunkten, Ngcy = 47 Basisfunktionen und dem Halbéffnungswinkel des

Kegels 0. = 150° far verschiedene Initialverteilungen.

Abb. 21 zeigt den Verlauf der Konditionszahl « Uber die lterationen des Optimie-

rers flr verschiedene Initialverteilungen. Mit einer ISVZ-optimierten Initialvertei-

lung erreicht der Algorithmus die beste Konditionszahl.

Vergleicht man die Ergebnisse von MaxSW und MinKZ miteinander, stellt man

fest, dass die Algorithmen dieselben Konditionszahlen liefern. Der simplex-Algorithmus

beeinflusst die Dynamik der Matrix Y'Y, auf dieselbe Art und Weise, was sich

dadurch erklaren l&sst, dass ein Maximieren des minimalen SW die Dynamik

einer Matrix einschrankt, was schlieB3lich ebenfalls zu einer besseren Konditio-

nierung dieser fuhrt.
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4.6 Vergleich der Algorithmen

Far einen Vergleich wurden alle Algorithmen mit der SSV initialisiert. Die Algorith-
men haben die Verteilung fir Nscy = 30 Basisfunktionen optimiert. AnschlieBend
wurde far die optimierten Verteilungen der Abtastpunkte die Anzahl an Basisfunk-

tionen Ngqy variiert und die Konditionszahl x(YyY,L) errechnet.
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Abbildung 22: Verlauf der Konditionszahl « Gber die Anzahl der Basisfunktionen
Nscr mit L = 64 Abtastpunkten. Grundlage ist eine flir Nscy = 30 optimierte

SSV.

Abb. 22 zeigt den Verlauf der Konditionszahl x der verschiedenen Algorithmen
Uber die Anzahl der Basisfunktionen Ngqy. Die Konditionszahl steigt bei allen Op-
timierungen mit steigender Anzahl an Basisfunktionen exponentiell an. Die ISVZ
bringt auch bei héherer Anzahl an Basisfunktionen Ngoy relativ gute Ergebnisse.
Dies bedeutet, dass gleichmafBige Verteilungen im Sinne einer Schwerpunkts-
voronoizerlegung gleichzeitig eine gute Konditionierung «(YyY, ) bewirken. Die
erreichten Konditionszahlen sind aber noch zu grof3 bzw. bei kleinen Konditions-

zahlen kdnnen keine hohen Ordnungen der SCH aufgelést werden.
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4.7 Kombination der Algorithmen

Wie in den letzten Abschnitten gezeigt liefern Algorithmen, die auf geometrische
GleichmaBigkeit optimieren, keine zufriedenstellenden Ergebnisse. Die Optimie-
rer, die die Konditionierung der Matrix «(YxYy!) direkt beeinflussen, funktionieren
dann gut, wenn sie mit schon optimierten Verteilungen der Abstastpunkte initiali-
siert werden. In diesem Abschnitt werden die Algorithmen MaxSW, MSV, MinKZ

und ISVZ miteinander kombiniert.

Dazu wird in einer initialen Phase mittels ISVZ optimiert bis das erste Minimum
der Konditionszahl x(Yx Y} ) erreicht ist. Die daraus resultierende Verteilung wird
dann als Startset fir die Optimierung mittels MinKZ verwendet. Erfahrungsge-
man wird mit einer kleinen Anzahl an Basisfunktionen Nscy < 3/4L begonnen
um die Konditionszahl in einem Bereich akzeptabler Werte zu halten. Wenn die
Konditionszahl einen definierten Schwellwert .., unterschreitet, wird die Anzahl
der Basisfunktionen erhdht. Ist die Konditionszahl nach einer Iteration nicht bes-
ser als nach der vorigen, so wird durch Hinzufiigen von Rauschen zur aktuellen
Verteilung versucht, die Kondionszahl aus dem lokalen Minimum zu befreien, um
evil. kleinere Minima erreichen zu kénnen. Bringt auch das keine Besserung von
x wird als letzte Option mittels MaxSW weiteroptimiert. Sinkt die Konditionszahl
nach diesem Algorithmus auch nicht, wird die Anzahl der Basisfunktionen wieder

reduziert.

Ziel dieser Optimierung ist es, die Konditionszahl bei einer mdglichst hohen

Anzahl an Basisfunktionen unter den Schwellwert .., zu bringen.
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Abbildung 23: Kombination verschiedener Algorithmen bei L. = 64 Abtastpunken
und dem Halboffnungswinkel 6. = 150°. Auf die y-Achsen ist die Konditionszahl
k(YnYy) (links) und die Anzahl der Basisfunktionen Nscyr (rechts) Uber die ltera-
tionen des Algorithmus aufgetragen. Die obere x-Achse zeigt den aktuell verwen-

deten Optimierer. Der Schwellwert zur Erhéhung von Ngcy liegt bei k4. = 6.

Abb. 23 zeigt den Verlauf des Optimierungsalgorithmus. Beginnend bei 47 Ba-
sisfunktionen wird eine zuféllige Verteilung von Abtastpunkten erst mittels ISVZ
optimiert. Nach ca. 15 lterationen wird das erste Minimum erreicht und mittels
MinKZ weiteroptimiert. Deutlich erkennbar ist, dass Basisfunktionen hinzugefugt
werden, wenn die Konditionszahl x < k,,., unterschreitet. Nach 200 lterationen
wurde bei einer Konditionszahl von x = 6.8 und Ngcx = 59 Basisfunktionen ma-

nuell abgebrochen.

Durch das schrittweise Hinzuflgen von Basisfunktionen bleibt die Konditionszahl
immer in einem Bereich, wo der Optimierer MinKZ gute Ergebnisse liefert. So
kann die Konditionszahl im Mittel bis zu einer Anzahl an Basisfunktionen von

Nscn < 0.9L in der Nahe des Schwellwertes «,,.. gehalten werden.
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Abbildung 24: Farbige Darstellung der Konditionszahl mit Sicht auf den Nordpol
der Kugelkappe bei L = 64 Abtastpunkten, Ngcy = 59 Basisfunktionen und dem
Halbo6ffnungswinkel des Kegels 6. = 150°.

In Abb. 24 wurde der nérdlichste Abtastpunkt der aus Abb. 23 optimierten Vertei-
lung Uber die Kugelkappe variiert und die Konditionszahl farbig an der aktuellen

Position des Abtastpunktes dargestellt.

Offensichtlich ist, dass es fir den verwendeten Abtastpunkt noch andere loka-
le Minima der Konditionszahl gibt und dass aus dessen urspringlicher Position

die beste Verteilung resultiert.

4.8 Verteilungsoptimierung auf einem festen Raster

In den letzten Abschnitten wurde angenommen, dass die Abtastpunkte bei der
Optimierung ihrer Verteilung jede beliebige Position auf der Kugelkappe einneh-
men koénnen. Es gibt unendlich viele Mdglichkeiten die Verteilung zu variieren.

Daher ist es schwierig, das globale Minimum der Konditionzahl zu finden.
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In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, der eine Verteilung von Ab-
tastpunkten auf einem festen Raster optimiert. Dazu wird eine HEALPix-Rasterung

verwendet, siehe [Zot09].

HEALPix - Hierarchical Equal Area isolLatitude Pixelization ist eine Metho-
de die Kugeloberflache zu rastern. Dabei haben alle Flachenstiicke (Pixel) die
gleiche Flache. Eine weitere Eigenschaft der HEALPix-Methode ist, dass die Zen-
tren der Pixel auf Ringen mit konstanter geografischer Breite (iso-latitude) sitzen
[GHB™].

Abbildung 25: HEALPix-Rasterung der Kugeloberflache [GHB*]. Die Auflésungen
im Uhrzeigersinn sind N, = 12, Ny, = 48, Ny = 192 und N, = 768.

Abb. 25 zeigt 4 verschiedene Auflésungen der HEALPix-Rasterung. Die Basis-
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Rasterung, links oben, besteht aus 12 Pixel. Diese setzt sich aus 8 identischen
polaren Basispixel (hellgrau) und 4 identischen dquatorialen Basispixel (dunkel-
grau) zusammen. Feinere Rasterungen erhalt man durch Unterteilen jedes Pixel
in 4 gleiche Teile. Daraus kann man einen Auflésungsparameter N,;,., der ei-
ne Potenz der Basis 2 sein muss, ableiten, aus dem sich die Auflésung N,;, =
12N?

side

berechnen lasst. In Abb. 25 wurde im Uhrzeigersinn N4 = 1,2, 4,8 fest-
gelegt, sodass sich die Auflésungen von N,,;, = 12, 48,192, 768 ergeben. Deutlich
zu sehen sind auch die Ringe konstanter geografischer Breite, auf denen sich
die Zentren der Pixel befinden [GHB*]. Zur Berechnung der Rasterung wurde die
MATLAB®-Routine healpix aus [Kei07] verwendet.
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Abbildung 26: Rasterung der Kugeloberflache mittels HEALPix.

Um die Verteilung der Abtastpunkte zu optimieren, wird eine HEALPix-Aufléung
gewahlt die mindestens doppelt so hoch ist wie die Anzahl der Abtastpunkie
Ny, > 2L. Es werden nur die Rasterpunkte verwendet, die auf der Kugelkap-
pe liegen. An diesem Raster fir die Kugelkappe werden in einer initialen Phase
die L Abtastpunkte zuféllig angeordnet. In einer lteration wird ein Abtastpunkt
ausgewahlt, auf einen freien Rasterpunkt verschoben und aus der resultierenden
Anordnung wird die Konditionszahl x(Yx Y} ) berechnet. Das Ganze wird fir alle
freien Rasterpunkte wiederholt und der Rasterpunkt fir den die kleinste Konditi-
onszahl erreicht wurde als Abtastpunkt fixiert. Die Durchfihrung dieser Prozedur

fir alle Abtastpunkte wird im Folgenden als Zyklus bezeichnet. Es werden soviele
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Zyklen durchgefihrt, bis die Konditionszahl auf einen Wert konvergiert.

(a) lteration 1: k = 15092 (b) Iteration 15: k = 25.33 (c) Iteration 30: k = 2.27

Abbildung 27: Verteilungsoptimierung auf einem festen Raster mit L = 30 Ab-
stastpunkten, Nscy = 16 Basisfunktionen und einer HEALPix-Auflésung von
Ny = 768. Auf der Kugelkappe resultieren M = 708 HEALPix-Punkte, wobei
der Halbéffnungswinkel des Kegels 6. = 150° ist.

Abb. 27 zeigt die Arbeitsweise des Algorithmus. Ausgehend von einer Initialvertei-
lung, wobei sich in diesem Fall die Abtastpunkte auf dem Nordpol konzentrieren,

werden alle Abtastpunkte Uber die Rasterpunkte variiert.
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Abbildung 28: Effizienz der Verteilungsoptimierung auf einem festen Raster mit
L = 64 Abtastpunkten, Nscy = 64 Basisfunktionen, M = 708 Rasterpunkten auf
der Kugelkappe und einem Halbéffnungswinkel von 6. = 150°. Féarbig sind die
Zyklen dargestellt, wobei jeder Zyklus aus L lterationsschritten besteht. Initial-
verteilung ist eine mit Ngoy = 60 Basisfunktionen und dem selben Algorithmus

optimierte Verteilung auf dem festen Raster.

In Abb. 28 ist der Verlauf der Konditionszahl Uber die Iterationen des Algorithmus
aufgetragen. Wie man deutlich erkennen kann, nahert sich die Konditionszahl «
asymptotisch an das Minimum, das mit der verwendeten Rasterung erreichbar
ist, an. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass man auch bei einer gro3en Anzahl
an Basisfunktionen Ngcp sehr gute Ergebnisse bekommt, wenn man das Raster
fein genug wahlt. Eine obere Grenze stellt bei diesem Verfahren nur die Rechen-
und Speicherkapazitat dar. Nachteilig erweist sich, dass - ausgehend von einer
zufalligen Startverteilung - sehr viele Iterationen notwendig sind, bis man sich der

bestmodglichen Konditionszahl nahert.
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5 Kompensation der radialen Ausbreitungsterme durch

Holografiefilter

In Abschnitt 3.3.4 wurden die radialen Ausbreitungsterme fir geschlossene Mi-
krofonanordnungen definiert. Damit man Holografieberechnungen durchfihren
kann, missen diese Terme kompensiert werden. Sogenannte Holografiefilter sind
notwendig, um die Frequenzgange der radialen Ausbreitungsterme zu entzer-
ren. In diesem Abschnitt werden diese Filter definiert und durch zeitdiskrete Filter

nachgebildet.

5.1 Holografiefilter zur Berechnung einer Quellstarkeverteilung

Far viele Anwendungen ist es glnstiger, die das Schallfeld erzeugende Quell-
starkeverteilung zu kennen. Dazu wird angenommen, dass am Radius ¢ Punki-
quellen verteilt sind, welche die am Radius r, gemessene bandbegrenzte Schall-

druckverteilung

P(ra,0,6) =D > Aum(ra)Yin (6, ) (89)

n=0 m=—n
bewirken. Das sphérische Wellenspektrum am Radius r, einer geschlossenen
Mikrofonanordung auf der Kugelkappe kann mit

Jom (ka)

Anm(ra) - bnm |:ju77{l(k:ra> — =

Whmﬁ”(k’%) (90)

formuliert werden, siehe Abschnitt 3.3.4.
Das Wellenspekirum einer Quellstarkeverteilung €2 ..., am Radius r, ist definiert
als [ZP11]

bnm = —i k‘ h,,;;n (k’?"Q) QQ,nm- (91)

Setzt man Gl. (91) in Gl. (90) ein, kann diese mit Hilfe der Wronski-Determinante

sphérischer Besselfunktionen,

ju;n(kra)hu;"(kra) - ]uﬁ(kra>huﬁ(kra) = i(k?“a)y (92)
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neu formuliert werden:

k hym(krg)
(kra)? hym (kra

G(k,ra,rqQ)

Anm(ra) =

] Q0 .nm, (93)

J

dabei ist G(k,r,,rq) der radiale Ausbreitungsterm des durch die Quellstarkever-
teilung verursachten Feldes. Zur Berechnung dieser muss G(k,r,,rq) invertiert
werden, wodurch sich die Holografiefilter

(k7a)? B (K1)

HV;n<]€, TQ,TQ) = — Lh 7"(]{;7‘@)

(94)

ergeben. Mit Hilfe dieser Filter kann auf die Quellstérkeverteilung am Radius r(
zuruckgerechnet werden. Ist diese bekannt, kdnnen z.B. Lautsprecher fir die
Ambisonics-Wiedergabe angesteuert werden um eine gewlinschte Schalldruck-

verteilung am Radius r, < r < rg zu bekommen.
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Abbildung 29: Betrag der Holografiefilter |H, (k,r,,7q)| normiert auf den Radius
ro fur r, = 10em, rg = dm, n =0...3, m = 0 und 6, = 150°. Die obere Grenzfre-
quenz f, ist durch die gestrichelte Linie und die unteren Grenzfrequenzen f, sind

durch die Kreise dargestellt. Die verfugbare Dynamik ist mit 40 dB angenommen.
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Abb. 29 zeigt den Frequenzgang des Betrages der Holografiefilter | H,» (k, 74, 70)|
farm =0und n = 0...3. Bei kr, = v} haben die Filter einen Knick im Betrags-
verlauf. Der Knick des Filters der héchsten zulassigen Ordnung stellt die obere
Grenzfrequenz f, dar (gestrichelte Linie). Dartber tritt rdumliches Aliasing auf, da
ab dieser Frequenz SCH-Ordnungen, die nicht aufgeldst werden kénnen, die glei-
che Amplitude haben wie die zuldssigen Ordnungen. Die Energie der stérenden
Ordnungen verteilt sich auf die zulassigen Ordnungen und verursacht dort Fehler.
Die unteren Grenzfrequenzen f, (Kreise) ergeben sich durch die eingeschrankte

verflgbare Dynamik der Mikrofone, die hier mit 40 dB angenommen wurde.
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Abbildung 30: Phase der Holografiefilter ZH,m (k,rq,7¢) fOr r, = 10cm, r¢ = 5m,
n=20...3,m=0und6d. = 150°.

Abb. 30 zeigt den Frequenzgang der Phase der Holografiefilter ZH,m (k,74,7¢)-
Der dominierende Teil der Phase ist linear, was der Verzégerung des Schalles
aufgrund der endlichen Schallausbreitungsgeschwindigkeit ¢ entspricht. Da diese
Verzdgerung keinen Einfluss auf die Holografieberechnungen hat, wird die lineare

Phase fir die weiteren Betrachtungen nicht mehr berlcksichtigt. Rechnet man
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den linearen Teil der Phase heraus, ergeben sich die kausalen Holografilter

(kr,)? hﬁ,m(k:ra) 1

K hy (ko) ekra—ra)’ (95)

HV%” (k7 Tas TQ) -

wobei der Term k(rg — r,) der linearen Phase entspricht.
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Abbildung 31: Phase der kausalen Holografiefilter ZH,m (k,r,,rq) flr r, = 10cm,
rg=>5m,n=0...3, m=0und 6. = 150°.

Abb. 31 zeigt den Frequenzgang der Phase der kausalen Holografiefilter ZH,m (k, 74, 7¢).
Im nachsten Abschnitt werden die kausalen Holografiefilter mit Hilfe zeitdiskreter

Filter nachgebildet.

5.2 Modellierung der Holografiefilter mittels lIR-Filter

Im letzten Abschnitt wurden die Holografiefilter definiert, wobei es fir jede SCH-
Ordnung v/ ein eigenes Filter gibt. Um die Filter zu implementieren, wird auf
[IR-Filter zurGckgegriffen, da sich diese bei gegebener Komplexitat eines Fre-

quenzganges mit viel niedrigeren Ordnungen realisieren lassen als FIR-Filter.
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Dazu kommt noch, dass manche FIR-Implementierungen von Filtern hoher Ord-

nungen lange Verzdgerungszeiten bendtigen.

Die zeitdiskreten IIR-Filter der Form

-1 e b ) —Nmin
H(z) = bo+biz7" +---+bn,, 2 (96)

ap+ a1zt + - -+ apg,,, 77 Mmin”

min

mit den Filterkoeffizienten by ... by, Undag...ay

min

werden mittels ,,Curve-fitting“-
Algorithmus [Lev59] bestimmt, welcher den Betrags- und Phasenverlauf mit Hilfe
von Stitzstellen bestmdéglich nachbildet. Die notwendige Filter-Ordnung N,.;, =
M.,,.;, ergibt sich aus dem maximal zulassigen Betrags- und Phasenfehler im gul-

tigen Frequenzberich f, < f < f..
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Abbildung 32: Minimale Filterordnungen N,,;, = M,,;, Uber die SCH-Ordnung
v" far einen maximalen Betragsfehler von +1 dB und einem maximalen Phasen-
fehler von £20° im gultigen Frequenzbereich f, < f < f, bei einer verfligbaren
Dynamik von 40 dB.

Abb. 32 zeigt die minimalen Filter-Ordnungen N,,.;, = M,,..;, aufgetragen Uber die
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SCH-Ordnung v)". Bis v’ = 4 sind relativ kleine Filter-Ordnungen notwendig,
um einen maximalen Betragsfehler von £1 dB und einen maximalen Phasenfeh-
ler von +20° im gultigen Frequenzbereich f, < f < f, garantieren zu kdénnen.
Daruber steigt die notwendige Filter-Ordnung deutlich an, was vermutlich dar-
auf zurickzufihren ist, dass flr jedes Frequenzband f, < f < f, die Anzahl
der Stitzstellen N,, die der Algorithmus zur Berechnung der IIR-Filter benétigt,
konstant auf N, = 5000 gehalten wurde. Niedrigere Filter-Ordnungen wéren evtl.
maoglich, wenn man die Anzahl der Stitzstellen fir jede SCH-Ordnung individu-
ell anpassen wirde. Dabei misste man folgenden Kompromiss eingehen: Zum
einen brauchte man viele Stitzstellen bei komplizierten Phasen- bzw. Betrags-
verlaufen, damit der maximale Fehler eingehalten werden kann. Zum anderen
waren hohe Filterordnungen nétig, damit Betrag und Phase an allen Stitzstellen
gut modelliert werden kann. Generell macht aber die Phase der Holografiefilter

die hohen Filterordnungen notwendig.

Abb. 33 zeigt den Betrags- bzw. Phasenverlauf der IIR-Filter der SCH-Ordnungen
v, mit n = 0...3. Im glltigen Frequenzbereich f, < f < f, verlaufen die IIR-
Filter mit einem maximalen Betrag- und Phasenfehler von +1dB bzw. +20°. Au-

Berhalb werden die Fehler betrachtlich groi3er.
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(a) Betrag der IIR-Filter mit unterer (gestrichelte Linie) und oberer (Kreise)

Grenzfrequenz.
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(b) Phase der lIR-Filter

Abbildung 33: Betrags- und Phasenverlauf der Holografiefilter der Ordnungen v
firm=0,n=0...3undf. = 150°. Die Frequenzgange der IIR-Filter (gestrichelte
Linien) verlaufen im gultigen Frequenzbereich f, < f < f, innerhalb des maxi-
malen Fehlers von +1dB bzw. +20° und bendtigen daflr die Filter-Ordnungen

Nmin = Mm’Ln - 1, 3, 4 Und 26
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6 Schlussfolgerung und Ausblick

In Abschnitt 2 wurde die Wellengleichung in Kugelkoordinaten mit dem schall-
harten Kegel als Randbedingung gel6st. Dabei ist festzustellen, dass die Lésung
analog zur aus anderen Arbeiten bekannten Lésung flar kugelférmige Mikrofonan-
ordnungen ist. Der einzige Unterschied ist, dass die Basisfunktionen des Feldes
im Fall der Kugelkappe ,Kugelkappenharmonische, (SCH) anstelle der bisherbe-
kannten ,Kugelharmonischen,, sind, und dass deren Ordnungen nun nicht mehr
ganzzahlig sein mussen. Nicht mehr so trivial ist die Definition des Begriffes “Auf-
I6sung,,, auf den in dieser Arbeit nicht ndher eingegangen wurde. Eine sinnvolle
Definition dieses Begriffes ware sicher ein interessantes Thema flr neue Arbei-

ten.

In Abschnitt 3 wurde die SCH-Transformation eingeflihrt, die eine Zerlegung des
Feldes in gewichtete Basisfunktionen moglich macht. Analog zu kugelférmigen
Anordnungen, ist es, bei Verwendung von Druckempféngern als Mikrofone, nur
mit Hilfe von geschlossenen Anordnungen mdglich, uneingeschrankt Holografie

rechnen zu kdénnen.

In Abschnitt 4 wurden verschiedenste Algorithmen zur optimalen Anordnung der
Abtastpunkte auf der Kugelkappe vorgestellt. Der Algorithmus, der sich am Prin-
zip sich abstoBBender elekirischer Ladungen orientiert, ist auf jeden Fall ausbau-
fahig. Ein moglicher Ansatz ist eine bessere Definition der Ladungsverteilung,
die die Abstastpunkte auf der Kugelkappe hélt bzw. eine Implementierung eines
elektrisch geladenen Randes am Kegel, der die GleichmaBigkeit der Verteilung
nicht beeintrachtigt.

Als auBerst effizient hat sich die ISVZ erwiesen. Sie liefert zwar nicht ausreichend
kleinen Konditionszahlen, eignet sich aber hervorragend zur Generierung von In-
itialverteilungen fir andere Optimierer, z.B. MinKZ.

Verlasslich gute Ergebnisse liefert die Optimierung auf dem festen diskreten HEALPix-

Raster, welche mit Sicherheit konvergiert. Nachteilig dabei ist, dass alle mégli-
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chen Verteilungen getestet werden, was zu langen Rechenzeiten fihrt. Einge-
schrankt ist dieser Algorithmus durch die Tatsache, dass aufgrund ungulnstiger
Positionierungen der Abtastpunkte die Gefahr besteht, das globale Minimum der

Konditionszahl nicht zu erreichen.

In Abschnitt 5 wurden die Holografiefilter zur Berechnung einer Quellstarkever-
teilung vorgestellt. Mittels “Curve-Fitting,-Algorithmus kénnen IIR-Filter mit relativ
niedrigen Ordnungen und geringen Fehlern in Betrags- und Phasengang entwor-
fen werden. Eine mdgliche Alternative wére die Uberfiihrung der Holografiefilter
in den Laplace-Bereich und die Herleitung von Filtern, die Gber die Parameter v,

r, und rg einstellbar sind.

Einen Teil, auf den in dieser Arbeit nicht eingegangen wurde, stellt die Fehler-
berechnung dar. Der gesamte Fehler kann in verschiedene partielle Fehler unter-
teilt werden: Beginnend beim Aufbau der Mikrofonanordnung entsteht ein Fehler
dadurch, dass der Kegel bei der Lésung der Wellengleichung als unendlich lang
angenommen wurde, was nicht realisierbar ist. Weiters spielt die Fehlpositionie-
rung und das Eigenrauschen der Mikrofone eine wesentliche Rolle in der Feh-
lerberechnung. Durch eine gute Konditionierung der Matrix Yy Y, kénnen diese
Fehler gering gehalten werden. Zusatzlich entstehen Fehler durch die Approxi-

mation der Holografiefilter durch IIR-Filter mit endlicher Ordnung.
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A Anhang

A.1 Begriffserklarungen und Definitionen

Abkiirzungen und Akronyme:

Abb.
EW

Gl.
HEALPix
ISVZ
MinKZ
MaxSW
MMSE
MSV
SCH
SH

SSv
SW

Abbildung

Eigenwert (Eigenvalue)

Gleichung

Hierarchical Equal Area isoLatitude Pixelization
Iterative Schwerpunktsvoronoizerlegung

Minimieren der Konditionszahl

Maximieren des minimalen Singularwertes

Minimaler quadratischer Fehler (Minimum Mean-Squared Error)
Minimieren der Streuung der Voronoizellenflachen
Kugelkappenharmonische (Spherical Cap Harmonics)
Kugelharmonische (Spherical Harmonics)
Standardisierte Startverteilung

Singularwert (Singular Value)

Mathematische Operatoren:

Komplexe Konjugation eines Vektors bzw. einer Matrix
Pseudo-Inverse einer Matrix

Konditionszahl einer Matrix
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